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داشته باشیم مـی تـوانیم    <G,T,δ>اگر یک جواب براي مسئله مانند . است  Npمتعلق به  MCابتدا ثابت می کنیم که  .1
قـرار   Tابتدا چک می کنیم که مجموع یال هـایی کـه در   به این صورت که . در زمان چند جمله اي جواب را چک کنیم 

حـداکثر تعـداد یالهـاي    . قابل انجام است  Tکلیه یال هاي موجود در این کار با جمع کردن . دارد  δهزینه کمتر از دارد 
راس حال باید ثابت کنیم کـه از  . است  O(e)است ، پس چک کردن مجموع یالها حداکثر از درجه  Eبرابر  Tموجود در 

استفاده کرده و طول کل مسیر هـاي گـراف را بـه دسـت      Floidاز الگوریتم . مسیري وجود ندارد  tبه راس هاي  sهاي 
قرار دارد مسیر بی  Tحال باید از هر راس به راس دیگر که در . اجرا می شود  O(݊ଷ  (این الگوریتم در زمان. می آوریم 

بنا بـر   .قابل انجام است  O(n)چک کردن این درایه ها در آرایه اي که الگوریتم فلوید ایجاد کرده در زمان . نهایت باشد 
O(݊ଷدر زمان  Certificationاین  +  ݊ +  .متعلق به ان پی است MCبنا بر این . قابل انجام است  (݁

 
نشـان  . محاسبه کـرده ایـم    Gرا در گراف  VCفرض کنیم که . معرفی می کنیم  MCبه  VCاز  reductionحال یک 

   .ساخت آن را بیان خواهیم کرد پیدا کردکه شیوه  ’Gرا در گراف  MC) چند جمله اي (می دهیم که می توان با تبدیل 
. اضافه می کنیم  Xرا عیناً نگهداشته و راس جدیدي مانند  Gکلیه راس هاي  ’Gدر گراف . را داریم  Gفرض کنیم گراف 

 ’Gرا در گـراف   Tمجموعـه  ) .  را برابر یک قرار می دهـیم  وزن این یالها(را به کلیه رئوس قبلی متصل می کنیم  Xراس 
در زمان چند جمله اي  reduceاین .  .می گیرم kرا برابر  δقرار می دهیم ، همچنین  Gبرابر مجموعه یال ها در گراف 

ܥܸ .  و به سادگی قابل انجام است  ≤௣ معـادل بـا    <G,E,k>در گراف  VCحال نشان می دهیم  که حل مسئله  ܥܯ
اگر یالهاي متصل به . ه ایم به دست آورد Gرا در گراف  VCفرض کنیم که . است  <G’,T,δ>در گراف  MCحل مسئله 

  :براي نمونه به شکل زیر نگاه کنیم. یافته ایم  ’Gدر گراف  MCیک ، را حذف کنیم  ’Gدر گراف  را VCمجموهه  رئوس
  
  
  
  

می خـواهیم یـک   . مفروض کمتر است  kتعداد آنها از یک  هستند که VCرئوس ،  3و  2رئوس  Gدر این مثال در گراف 
MC  با حداکثر هزینهδ  (3,4)و  (2,3)،  { (1,2)با مجموعه رئوس T={  در گراف راG’   در ایـن حالـت   . پیدا کنـیم
  با مجموعه رئوس MCیک . حذف کنیم  ’Gدر گراف یافته ایم را  VCراسی که در  2یالهاي متصل به  اگر

  .، می باشد  )است kکه همان ( δداریم که حداکثر هزینه آن ها کمتر از مقدار }=T (3,4)و  (2,3)،  { (1,2) 
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نیـز داراي   MCآنگـاه مسـئله   . داشـته باشـیم    yesجـواب    <G,E,k>به صورت  VCاگر براي یک مسئله تصمیم گیري
است را در گـراف   VCو اگر یالهاي متصل به رئوسی که در مجموعه راس هاي  جواب  δ=kخواهد بود ، زیرا  yesجواب 

یک سـري   VCبه عبارت راحت تر ( ! دو سر یال هستند Gبین رئوسی داریم که در گراف  MCحذف کنیم یک  ’Gمتناظر 
حـال در  . به این رئوس وصل هستند را حذف می کنیم  ’Gراس را به عنوان جواب انتخاب می کند ، ما تمام یال هایی که در گراف 

  ) Gراس هاي دو سر هر یال در آن برابر است با  Tمجموعه که داریم  MCیک این گراف 
 VCمتناظر با آن یـک   G، در گراف داشته باشیم  yesجواب  <G’,T,δ> به صورت MCیک براي در حالت برعکس اگر 

 G,E,k>  yes>یعنـی جـواب   (.و همه رئوس بـه آن متصـل هسـتند    )=δ k( است δداریم که تعداد رئوس آن کمتر از 
  .  xمنهاي  Tرئوس دو سر یالهاي مجموعه برابر اند با  VCدر این حالت رئوس  )است

  .کامل است  Npدر داخل درخت نیز  MCبه همین خاطر . که ما ساخته ایم یک درخت است  ’Gگراف 

  

  
کـردن معرفـی    Certificateبراي این منظور یک الگوریتم براي . ان پی است  HALF-CLIQUEابتدا ثابت می کنیم  .2

شامل چک کردن تعداد راس ها که باید بیشتر از نصف باشد و همچنین چک  HALF-CLIQUEچک کردن . می کنیم 
، باید چک کنیم که هر راس به همه راس هاي موجـود در جـواب یـک    کردن این که گراف حاصل یک گراف کامل باشد 

-HALFحال باید اثبـات کنـیم کـه    ، O(n)قابل انجام است  این کار به راحتی در زمان چند جمله ايیال داشته باشد ، 

CLIQUE است براي این منظـور یـک    ان پی سختreduction  ازCLIQUE   بـهHALF-CLIQUE    معرفـی مـی
 :کنیم 

a.  با ورودي<G(V,E),k > کارهاي زیر را انجام می دهیم 

b.  یک گراف جدید به نامG’(V’,E’)  معرفی می کنیم که شامل همه راس ها و یال هاي گرافG است. 

c.  اگر|V|<2k  2باشد به اندازهk-|V|   راس به گرافG’  این راس ها بـه هـیچ راسـی متصـل     . اضافه می کنیم
 .و ایزوله هستند. نمی کنیم

d.  اگر|V|>2k  به اندازه|V|-2k  راس هاي جدید را به همه رئوس قبلـی  . راس به گراف جدید اضافه می کنیم
 .می کنیم  متصل ’Gموجود در 

e.  حالG’ گراف جدیدي است که ساخته ایم. 

همچنـین اتصـال   . به سادگی قابل انجام است  رئوسافزودن . در زمان چند جمله اي ساخته می شود  ’Gباید نشان دهیم که گراف 
݁ݑ݅ݍ݈ܥ.به رئوس قبلی در زمان چند جمله اي قابل انجام است  dرئوس در بخش این  ≤௣   ݁ݑ݅ݍ݈ܥ݂݈ܽܪ

  .درست است  reductionحال اثبات می کنیم که این 

داراي یـک   ’Gباشـد در ایـن صـورت     kبه اندازه  CLIQUEداراي یک  Gاگر گراف . باشد V|<2k|در حالتی که  
هـم حضـور    ’Gزیرا رئوس اضافی به هیچ راسی متصل نیستند پـس در گـراف کامـل    ( است kگراف کامل به اندازه 



داراي یـک   ’Gدر جهـت بـرعکس اگـر    .  k=|V’|/2به عبارت بهتـر   |V’=2k-|V|+|Vدر اینجا   )نخواهند داشت
زیـرا بـه وضـوح     .اسـت  kیک گراف به انـدازه   نیز داراي Gباشد در این صورت گراف  V’|/2|گراف کامل به اندازه 

  .مشخص است که هیچ کدام از رئوس اضافه شده در این گراف حضور ندارند

 = 'Vداراي یک گراف به اندازه  ’Gباشد ،  kداراي یک گراف کامل به اندازه  Gاگر . باشد  V|>=2k|در حالتی که 

k+|V|-2k  این عبارت برابر است با . است|V’|/2  ) زیرا|V’|= 2|V|-2k  (  .   در حالت بـرعکس اگـرG’  داراي
زیرا این رئـوس بـه همـه رئـوس      (است  ’Gشامل همه رئوس اضافه شده به ، این گراف کامل یک گراف کامل باشد 

بـه   .راس خواهیم داشت  V|-k-(|V|-2k) = k|. کنیم  اگر این رئوس را از گراف کامل کم) . شده اندقبلی متصل 
  .است CLIQUEداراي  Gر عبارت بهت

  .ان پی کامل است HALF-CLIQUEانجام شده و با توجه به قضایا ،  reductionبا توجه به 

  

3.  
a.  براي اینکه نشان دهیم مسئلهNp   است ابتدا یک الگوریتمCertificate   فـرض کنـیم کـه    . ارائه می دهـیم

به سادگی با جاگـذاري  . نیست یک جواب داریم  3براي یک عبارت مفروض که تعداد تکرار هر متغیر بیشتر از 
. هاي مربوط به آن می توانیم تشخیص دهیم که جواب مسئله صحیح است یا نـه   clauseمقدار هر متغیر در 

 .این کار به سادگی در زمان چند جمله اي قابل انجام است

  . می باشد  ، بودن آن براي ما مشخص است np-hardکه  است از یک مسئله reductionمرحله بعد انجام 
 r-k-satرا به مسئله حاضر که آنـرا   satما مسئله . براي این منظور از مسئله صدق پذیري استفاده می کنیم 

  )= restricted k sat r-k-sat. ( کاهش می دهیممی نامیم 
الگوریتمی ارائه می دهـیم  . ها ندارد این عبارت هیچ محدودیتی در تعداد متغیر . را داریم  pفرض کنیم عبارت 

  .تبدیل کند براي هر متغیر تکرار 3را با هر تعداد تکرار به یک عبارت با حداکثر  pکه هر عبارت 
I.  به عنوان مثـال متغیـر    می گیریماست را  3یکی از متغیر هایی که تعداد تکرار آن بیشتر ازA   اگـر ،

 .رویممی  به مرحله آخر غیري وجود ندارد چنین مت

II.  مثلاً ( متغیر جدیدي تعریف کردهY  ( عبارت ، متغیر قبلی  2و در همه عبارات به جز )  یعنـیA ( را
 .با متغیر جدید جایگزین می کنیم 

III.  ܣ)عبارت ↔  )می کنیم and( .اضافه می کنیم satاین هاي  clauseمجموعه  را به (ܻ

IV.  به مرحلهI  می رویم. 

V. است  3که حداکثر تعداد تکرار هر متغیر در آن  حال یک عبارت منطقی داریم. پایان. 

  

  :تکرار در می آوریم  3به عنوان نمونه عبارت زیر را به شکل محدود به 



ܥ⋁ܣ)⋀(ܤ⋁ܣ) ∨ ܦ ∨ ܣ)⋀(ܦ⋁ܣ)⋀(ܤ ∨  (ᇱܤ
ܥ⋁ܣ)⋀(ܤ⋁ܣ) ∨ ܦ ∨ ܻ)⋀(ܦ⋁ܻ)⋀(ܤ ∨ (ᇱܤ ∧ (ܻ ↔  (ܣ

باشـد ، کـه بـا بازگشـت      3تکرار متغیر هاي جدیدي که به عبارت منطقی اضافه می شود بیشتر از  ممکن است 
باشـد ، ایـن الگـوریتم در زمـان      mاگر ورودي الگوریتم ما عبارتی مانند . الگوریتم به مرحله اول تشخیص داده می شوند 

در اینجا (  قبلی متغیرآن کرار هاي باقی مانده از سایر تبا متغیر جدید ،  زیرا پس از تعویض. متوقف می شود  mحداکثر 
A( بدترین حالت زمانی است که در یک عبارت به طول . جایگزین نمی شوند  دیگرm  متغیر وجـود داشـته باشـد     2تنها

داشـته   Aتکـرار از   8مـثلاً اگـر    m-1در این حالت تعداد متغیرهاي جدید اضافه شده برابر است بـا  . که تکرار می شوند 
 mپس در بدترین حالت با ورودي . اضافه می شود) عبارت جدید 7آن بع و به ط( تغیر جدید به مجموعه فوق م 7باشیم 

ݐܽܵ.یعنی الگوریتم چند جمله اي است . هستیم  O(m)داراي پیچیدگی  ≤௣   ݐܽܵܭܴ

مـی تـوانیم بـه     متنـاظر  RKSatدر عبارت ، باشد Sat   ،yesجواب مسئله تصمیم گیري  mاگر با یک ورودي به طول 
ܻ)که  به صورت  Yجاي متغیر هاي  ↔ ܻ) Clauseو . را جایگزین کنیم  Aاست ، مقدار  (ܣ ↔ را حذف کنیم  (ܣ

می سـازیم بنـابراین اگـر مسـئله      satیک عبارت عیناً مانند عبارت  در زمان چند جمله اي قابل انجام است که این کاربا 
  . می دهد  yesهم جواب  RKSatداشته باشد مسئله تصمیم گیري  yesجواب  satتصمیم گیري 

متغیر هـاي اضـافه شـده یـک      بدون در نظر گرفتنداشته باشیم ،  RKSatدر حالت بر عکس اگر یک جواب براي مسئله 
نیـز جـواب    Satبدهـد ،   yesبه مسئله تصمیم گیري جواب  RKSatبه عبارت بهتر اگر . داریم  satجواب براي مسئله 

yes می دهد.  

 .است  NP-Completeبنابر این ، این مسئله 

b.  براي اثبات چند جمله اي بودن این مسئله راهی جز طراحی یک الگوریتم که این مسئله را در زمان چند جمله
 راه حلی که ما ارائه می کنیم مقداري متفاوت با راه حل مستقیم مسئله یعنـی جـایگزینی  . اي حل کند نداریم 

 .هر یک از متغیر ها است 

 .فرض کنیم که یک لیست از متغیر ها داریم 

  :براي سادگی یک الگوریتم سه مرحله اي ارائه می دهیم 
  

  : )clauseحذف (مرحله اول 
مـی توانـد داشـته باشـد بـه       Aتکرار از هر متغیر داریم کل حالاتی که متغیر نمونه  2با توجه به اینکه حداکثر 

بـا توجـه بـه    . است  ’Aیا  Aو یا یک بار تکرار به صورت  ’Aو  ’A، آمدن  ’Aو  A، آمدن  Aو  Aصورت آمدن 
مربوطه را با ست کـردن همـان    clauseماهیت مسئله در صورتی که ما یک بار تکرار داشته باشیم می توانیم 

و  ’Aیا   Aو Aنند ما(همچنین با تکرار مشابه .ها حذف شود  clauseاز مجموعه  clauseمتغیر ارضا کنیم و 
A’  (اري را انجام دهیم و در این حالت دونیز می توانیم چنین ک clause  حذف می شود .  



زیرا در این الگوریتم هـر متغیـر را بررسـی مـی     . تعداد متغیر هاست قابل انجام است  nکه  O(݊ଶ)این کار با 
باعث ایجاد متغیر هایی بـا یـک    clauseالبته ممکن است که حذف . صورت می گیرد  clauseکنیم و حذف 
 با دو حلقـه . (که باید دوباره بررسی متغیر ها انجام شود  )هایی با یک متغیر شود Clauseو یا ( بار تکرار شود

For این بررسی قابل انجام است(  
   :) ارضا متغیر ها(وم دمرحله 

. هاي حاوي آن متغیر را با ادغـام کنـیم    Clauseشروع کنیم وبا توجه به شکل عبارت می توانیم از متغیر اول 
ܣ)به عنوان مثال عبارت  ∨ ܣ̅)⋀(ܤ ∨ ܤ)معادل عبارت  (ܥ ∨ حـذف   Aبا این کار متغیر نمونه . است (ܥ

بـاقی   Clauseدر پایـان کـار یـک    . کمتر است ادامه می دهیم  Clauseشده است و با عبارتی که حاوي یک 
ایـن  .شده اند ، به سادگی می توان ایـن عبـارت را ارضـا کـرد     orچند متغیر است که با هم می ماند که حاوي 
 m<2nبدیهی است که . هاست  Clauseتعداد  mکه در این جا  .قابل انجام است O(m)مرحله از الگوریتم 
  .ها برابر تعداد متغیرها ضرب در تعداد تکرار آنهاست Clauseزیرا حداکثر تعداد 

تناقض ما به صورت عبارتی . بدیهی است که در صورت رسیدن به تناقض عبارت قابل ارضا نبوده است 
  .نمایان می شود که قابل ارضا نیست ’AAمانند 

  .نشان داده است که عبارت قابل ارضا استالگوریتم ها  Clauseو در صورت ارضا شدن همه 
 clause حـداکثر تعـداد  . ها نیز محدود می شود  Clauseمحدود است ، تعداد  چون که تعداد تکرار متغیرها

   ) .این بد بینانه ترین حالت است( تعداد متغیر هاست دو برابر ها برابر 
هاسـت در حالـت کلـی پیچیـدگی برابـر       Clauseتعداد   m که O(m+n2)پیچیدگی الگوریتم برابر است با 

  . O(n2)است با 

  

 !، هر دو سوال رو حل کردمبودن شک کردم  17-1بودن یا  17.1در  .4

1-17  

a) 

int A[n]; 
For(int i=0; i<n; i++) 
{ 
   A[i] = revs(A[i])  
} 
 
int revs(int A) 
{ 
int B; 
int k = log n; 
For( int i = 0; i<k; i++) 

{ 
 B[k-i] = A[i]; 



} 
Return B; 
} 

 

B) 

Bit-Reveresed-Inc(int * A) 
{ 
bool t= true; 
int counter = 0; 
while(t) 

{ 
t = shift_left(A); 
counter++; 

} 
shift_right(A,1); ** 
while(counter>0) 

{ 
shift_right(A,0); 

} 
} 

  . درست عمل می کنند ) Bو  A(دهیم که این دو الگوریتم حال باید نشان 

را  O(k)بار انجام می دهـیم بنـابراین در بهتـرین حالـت و در بـدترین حالـت        kدر الگوریتم قسمت اول ما یک عمل را 
  .خواهد بود o(nk)بار این عمل را روي اعضاي آرایه انجام می دهیم پیچیدگی آن براي کل آرایه برابر  nچون . خواهیم داشت

براي این منظور از تحلیـل حسـابداري   . قابل انجام است  amortized analysisتحلیل پیچیدگی الگوریتم دوم از راه 
یک واحد بـراي  . یک واحد براي شیفت به چپ استفاده می شود . واحد استفاده می کنیم  4از براي هر عمل ما . استفاده می کنیم 
بیت ها به چپ  Incعمل  براي هر بار. به راست شیفت شده است می گذاریم  **واحد را هم روي بیتی که در  2شیفت به راست ، 

واحـد روي آن گذاشـته    2است قبلاً  1از طرفی هر بیتی که . باشد شیفت ادامه پیدا می کند  1شیفت پیدا می کنند ، اگر این بیت 
بدیهی است که اگر بیتی که شیفت به چپ مـی  . بنابراین با دو عمل شیفت چپ و راست اعتبار خود را مصرف می کند . شده است 
  بنا بر این. واحد هم روي آن می گذارد  2کرده و  1آنرا  2با هزینه ر باشد الگوریتم خورد صف

  .است nکه از درجه  O(4n)برابر است با  Incعمل  nهزینه 

C(   بله ، الگوریتمی که ما در قسمتB  و اثبات آن نیـز ارائـه شـده     .توضیح دادیم دقیقاً با همین فرض نوشته شده است
 !)یک تیر و دو نشان(است 

  

  . به صورت زیر تعریف می شود  Multipush(S,T,k). باقی می ماند  O(1)بله ، همچنان پیچیدگی برابر  17.1-1

Multipush(S,T,k) 



while T not empty and i<k 

 do push(T[i]); 

i++; 

این واقعیت است که هر آیتم حداکثر  Multipushبودن  O(1)دلیل . می کند  pushبه پشته  Tآیتم از  kاین عمل 
و  push  ،pop  ،Multipushبنـابراین اگـر یـک دنبالـه از     . مـی شـود    popمی شود و حداکثر هـم یـک بـار     pushیک بار 

Multipop  داشته باشیم چون که هر آیتم حداکثر یک بارpush  یاpop      برابـر  مـی شـود بنـابراین پیچیـدگیO(n)   اسـت از
 .خواهیم داشت  O(n)/nبنابراین پیچیدگی برابر . عمل انجام داده ایم  nطرفی تعداد 

  

ــل    17.1-2 ــر عم ــت ه ــدترین حال ــدگی   INCREMENTدر ب ــد پیچی ــی توان ــل    O(k)م ــر عم ــد ، ه ــته باش داش
DECREMENT   نیز می تواند حداکثر پیچیدگیO(k)  می توانیم . داشته باشدcounter      را مجبـور کنـیم کـه روي مقـداري

بیـت صـفر یـک مـی      kدر این حالت هر بـار  . انجام دهد   INCREMENTو سپس  DECREMENTمدام عمل   2k - 1مانند 
 .باشد O(nk)یعنی پیچیدگی می تواند در . بیت یک صفر می شوند و این بدترین اتفاق ممکن است  kشوند و 

  

  :کنیم ابتدا مسئله را تعریف می  17.1-3

  :یک فرمول دو بخشی تعریف می کنیم . بنامیم  Costiفرض کنیم که مقدار هزینه هر مرحله را 

Costi = ቄ ݅ 2 ݂݋ ݎ݁ݓ݋݌ ݐܿܽݔ݁ ݊ܽ ݏ݅ ݅
1 ݎℎ݁ݐ݋

� 

  :جمع می زنیم  nتا  1حال این تابع را از 

෍ ௜ݐݏ݋ܥ = ݊ +  ෍ 2௜

⌊௟௢௚ ௡⌋

௜ୀଵ

− ⌊݊ ݃݋݈⌋ = ݊ + 2⌊௟௢௚ ௡⌋ାଵ
௡

௜ୀଵ

− ⌊݊ ݃݋݈⌋ ≤ ݊ + 2݊ − 1 < 3݊ 

 3می رسـیم کـه برابـر اسـت بـا       3n/nاست تقسیم می کنیم به عبارت  nهزینه کل را بر تعداد قدم هاي الگوریتم که 
 O(3)بنابراین هزینه سرشکن الگوریتم برابر است با 

  

  



3-34.5 

حال می تـوانیم  . جواب مسئله باشد  xتایی به نام  nفرض کنیم که یک بردار . است  ان پی ILPابتدا ثابت می کنیم که 
ایـن کـار در زمـان چنـد جملـه اي      . است  bتایی  mاست در این بردار کمتر از بردار  m*nکه  A چک کنیم که ضرب بردار اولیه

همچنین چـک کـردن    .انجام دهیم  O(m*n)تایی را در زمان  nدر یک بردار  m*nقابل انجام است ، زیرا می توانیم ضرب بردار 
جواب هـا را   O(m*n+m)قابل انجام است بنابراین می توان در زمان  mدر زمان  Bچک تر بودن حاصل این ضرب ماتریس از کو

Certificate بنا بر این مسئله . کردnp است.  

مـی دانـیم کـه    . ارائه می دهیم که این کار را در زمان چند جملـه اي انجـام دهـد    reductionحال یک الگوریتم براي 
 mبه این صـورت کـه تعـداد    . می سازیم  ILPیک مسئله  ILP 1-0از روي مسئله  . است np-hardاز درجه  ILP 1-0مسئله 

 mتعداد  Bمی دهیم ، حال به گراف مقدار این سطر ها را به صورت گراف همانی صفر و یک . اضافه می کنیم  Aسطر به ماتریس 
در حالـت   ILP 1-0می توانیم نشان دهیم کـه حـل   . مقدار یک می دهیم  به همه ستون هاي اضافه شدهاضافه می کنیم و  تونس

ܲܮܫ 01. است  )حالتی که به ماتریس ها سطر و ستون اضافه کردیم(در حالت افزوده  ILPحل  معادلاول  ≤௣   ܲܮܫ

  

بـه  تعداد سـطرها و سـتون هـایی کـه مـا      . در زمان چند جمله اي قابل انجام است  reductionثابت می کنیم که این 
مـی دانـیم چنـین    . اسـت   mبرابـر   Bهمچنین تعداد ستون هاي اضافه شده به مـاتریس  . است  m*nاضافه کرده ایم  Aماتریس 

  .قابل انجام است  O(m*n + m)کاري به راحتی در زمان 

  :زیر را داریم  ILP 1-0براي اثبات ابتدا فرض کنیم که  

ቂ
ܽଵ ܽଶ
ܽଷ ܽସ

ቃ ቂ
ଵݔ
ଶݔ

ቃ ≤ [ܾଵ ܾଶ] 

  :ماتریس افزوده را می سازیم 

቎

ܽଵ ܽଶ
ܽଷ ܽସ

1 0
0 1

቏ ቂ
ଵݔ
ଶݔ

ቃ ≤ [ܾଵ ܾଶ 1 1] 

در  ILP 1-0حـل مسـئله   مـی دهـد ، زیـرا     yesنیز جواب  ILPبدهد ، yesجواب  ILP 1-0اگر مسئله تصمیم گیري 
 x1*0+x2*1و  x1*1+x2*0<=1در ماتریس افزوده باید  .در ماتریس افزوده است  ILPماتریس اولیه ، یک حل براي مسئله 

در اینجـا  (. اسـت   ILPدقیقاً یک حل بـراي مسـئله    ILP 1-0به عبارت بهتر حل مسئله  X2<=1و  X1<=1باشد یعنی  1=>
  )ر شودبیشت 1نتواند از  kشرایطی فراهم کرده ایم که 



، چون کـه   می دهد yesنیز جواب  ILP 1-0بدهد مسئله  yesجواب  ILP تصمیم گیري به صورت برعکس اگر مسئله
 ILP 1-0یک جـواب بـراي مسـئله     حاضر ، جواببنابراین ،  را به صورت ضمنی در حل داشته ایم  X2<=1و  X1<=1دو شرط 

  .نیز هست 

ن نیز کاملاً دلیل آ. نین اثباتی برقرار هستند ارائه دادیم ولی در حالت کلی نیز چ m=2براي سادگی اثبات را براي حالت 
 . مشخص و روشن است ، زیرا براي هر متغیر شرایطی فراهم شده است که حداکثر می تواند صفر یا یک باشد 

  

  

34-4  

a.  ܣیک سري کار : مسئله تصمیم گیري به این صورت است که = {ܽ௜}௜ୀଵ
௡   ܶبا زمان پردازش = ௜ୀଵ{௜ݐ}

௡ 

ܲو با منفعت  = ௜ୀଵ{௜݌}
௡ یک سري  وdeadline  ܦبه صورت = {݀௜}௜ୀଵ

௡  مجموعه را به همراه  4داریم اینk   بـه
 صورت زیر نمایش می دهیم 

<A,T,P,D,k> : آیا می توان باA  وT  وP  وD  داده شده ، یک منفعت به دست آورد که بیشتر ازk مفروضی باشد. 

  

b.  به راحتی می توان نشان داد کهSCHEDULING   ان پی اسـت .certificate     مـی توانـد در زمـانO(n) 
کمتر اسـت یـا نـه     kها را در جواب مفروض جمع کرده و چک کنیم که از مقدار  piمی توانیم کل . انجام شود 

 .متعلق به ان پی است SCHEDULINGبنا براین 

 knapsackاز  reductionبراي ایـن منظـور یـک    . ان پی تمام است  schedulingحال نشان می دهیم که 
    )ثابـت مـی کنـیم   (این کاهش در زمان چند جمله اي قابل انجـام اسـت   .معرفی می کنیم schedulingبه 

KNAPSACK ≤୮ SCHEDULING  
  :را به صورت زیر داریم  knapsackفرض کنیم مسئله 

< ܹ = ௜ୀଵ{௜ݓ}
௡ , ܸ = ௜ୀଵ{௜ݒ}

௡ , ,ܥ ܶ > 
ܣ :مـی سـازیم ، تعریـف مـی کنـیم       Schedulingه حال از روي این مسئله ، یـک مسـئل   = {ܽ௜}௜ୀଵ

௡ و    
ܶ = ௜ୀଵ{௜ݓ}

௡  ܲو = ௜ୀଵ{௜ݒ}
௡  ܦو = ௜ୀଵ{ܥ}

௡  وk  را هم مقدارT  نتیجه این کار خروجـی   .می گیریم
پیچیدگی این کار بـه انـدازه   . این کاهش در زمان چند جمله اي قابل انجام است   <A, T, P,D, k>زیر است 

  .کپی چند آرایه است و چند جمله اي است
بنابراین مجموع همه وزن ها . باشد  knapsackدر مسئله  yesیک جواب  <W, V,C, T >فرض کنیم که 

بـا کـاهش انجـام شـده مجمـوع کلیـه آیـتم هـایی کـه در لیسـت           . Cدر جواب هستند حداکثر برابر اسـت بـا   



schedule   قرار دارد حداکثر برابر است باC  .  که معناي آن این است که هر وظیفه قبل از مهلت مقرر انجـام
که با کاهشی کـه انجـام شـده     Tبرابر است با  knapsackهمچنین کمترین میزان وزن آیتم هاي .شده است 

  .است kجموع بهره اي که می بریم حداکثر برابر است م
بـر ایـن اسـاس هـر     . باشـد    Schedulingاز مسـئله   yesیک جواب  < A, T, P,D, k >فرض کنیم که 

مهلـت  است زیرا هر وظیفه قبل از  Knapsackاست در درون جواب  Scheduling آیتمی که در این جواب
  .مقرر آن انجام شده است

c.  فرض کنیم که . همه کارها را بر اساس مهلت تحویل مرتب می کنیمP[i,j]  سود ماکزیمم از کارi  تاj   باشـد .
 :یک فرمول براي محاسبه سود ماکزیمم به صورت پویا به صورت زیر است 

P[i,j] = ቐ
0 ݆ ݎ݋ ݅ ݂݅ = 0

ܲ[݅ − 1, ݆] ௜ݐ ݂݅ > ௜݀ ݎ݋ ݆ < ݆
max (ܲ[݅ − 1, ݆], ܲ[݅ − 1, ݆ − [௜ݐ + (௜݌ ݎℎ݁ݐ݋

� 

هستند ، بنا بر این اگر جوابی براي این مسئله وجـود داشـته باشـد مسـئله در      nتا  1ها همه بین  tiاز آنجا که 
و  d*nکمترین مقـدار از بـین مقـادیر     Tاست که  P[n,T]هدف ما به دست آوردن . خاتمه می یابد  n2زمان 

(n*(n+2))/2   زیرا مقدار . دلیل آن نیز مشخص است  . استT    هرگـز از مقـدارd*n      بیشـتر نمـی شـود و از طرفـی
برابـر اسـت بـا     P[i,j]را بزرگ بگیریم ، می دانیم که حداکثر تکـرار   Tممکن است که نیازي هم نباشد که تا این مقدار 

(n*(n+2))/2  این مقدار نیز با حل معادله بازگشتی قابل حل است.  
  .قبلاً این مسئله را به همین شیوه براي کوله پشتی حل کرده ایم  O(n3)لگوریتم برابر است با پیچیدگی ا

d.  علاوه بر محاسبه : ( براي مسئله بهینه سازي می توانیم یک آرایه به شیوه زیر معرفی کنیمp[i,j]   این آرایـه را
 )نیز محاسبه می کنیم 

A[i,j]=ቐ
݅ ݂݅ ݅ , ݆ > 0 ܽ݊݀ ܲ[݅ − 1, ݆] ≤ ܲ[݅ − 1, ݆ − [௜ݐ + (௜݌

݅ − 1 ݂݅ ݅ , ݆ > 0 ܽ݊݀ ܲ[݅ − 1, ݆] > ܲ[݅ − 1, ݆ − [௜ݐ + (௜݌
0 ݆ ݎ݋ ݅ ݂݅ = 0

� 

شبیه کاري که قبلاً براي مسئله کوله پشـتی و  . حال این آرایه شیوه انتخاب کارها را در خود نگهداري می کند 
  .مسئله است را تولید کنیم  غیره می کردیم می توانیم از روي این آرایه یک خروجی بهینه که جواب

باید انجام شـود کـدام    jتا  iنشان می دهد که آخرین کاري که از زمان بندي  iو  jهر درایه این ماتریس مانند 
  .است

کـار  . است بر این اساس بقیه کارها را به صورت بازگشتی می سـازیم   A[i,T]آخرین کاري که باید انجام شود 
  . است  A[i,T-ta[n,T]]بعدي 

  .است Cپیچیدگی این الگوریتم مانند حالت 
  

  


