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  نرم افزار 87202446  محمد تنهایی

  

داریم ، در این گـراف بـین    1چون که فرض کرده ایم که یال ها تنها بین دو مجموعه وجود دارند ، گرافی به شکل ) الف  .1
حال اثبات می کنیم کـه حـداکثر طـول مسـیر از     . نیز همین طور است  Tیالی وجود ندارد ، براي رئوس  Sرئوس داخل 

طولانی ترین مسیر زمانی به وجود می آید که هر بار راسی را ملاقات کنیم که قبلاً به آن راس نرفته ایم . است  (݊√)ܱ
مشـخص   2در شـکل  (یک حلقه به وجود می آید . برویم که قبلاً ملاقات شده است  uبه راس  vزیرا اگر از راسی مانند . 

بعد از طی حلقه به یـک راس کـه قـبلاً     چون که (و می دانیم که می توانیم یک حلقه را از یک مسیر حذف کنیم ) است
وسی باشد کـه مـی تـوانیم بـدون     بنابراین طول مسیر حداکثر می تواند به اندازه تعداد رئ. ) در مسیر بوده باز می گردیم 
,݊√)minاین تعداد برابر . تکرار در مسیر بازدید کنیم  ݊ − √݊ −  .می شود ݊√است که برابر  (2

  
  !!!گراف مورد نظر ، با معذرت به خاطر شکل بد ترسیم شده:  1شکل 

  
  



  
که به وجود می آید را  یک مسیر که یک راس بیش از یک بار در آن مشاهده شده است ، می توان کل دوري:  2شکل 

  .بدون تاثیر در مسیر حذف کرد
  
 
  ݊√برابـر   kآنگاه طبق اثبات الف حـداکثر مقـدار    <v0,…,vk>: داشته باشیم که شامل  vبه  uاگر یک مسیر از  )ب

 .خواهد بود 

[ݑ]ℎباشد آنگاه  |h(u)<|Vزمانی که ) 7-26.4طبق نتیجه تمرین ( ≤ ,ݑ)ߜ [ݑ]ℎبه عبارت بهتـر    (ݐ < و  ݊√
[ݑ]ℎباشد  h(u)>=|V|=nزمانی که  − ݊ < هاي قابل انجام را بخواهیم محاسبه کنـیم   relabelاگر تعداد  ݊√

௡√حـداکثر   |h(u)<|Vدر زمـان  : محاسـبه کنـیم    |h(u)>=|Vو  |h(u)<|Vها در زمـان   relabelباید تعداد 
ଶ

 

relabel  انجام می شود ، زیراℎ[ݑ] < ௡√نیز برابـر    |h(u)>=|Vها در زمان  relabelتعداد . ݊√
ଶ

اسـت ، زیـرا     
ℎ[ݑ] − ݊ < بنـابراین تعـداد    .زیاد مـی شـود  واحد   ݊√حداکثر  h[u]بنابراین  |h(u)>=|Vو می دانیم که   ݊√

relabel  ܱها برابر است با(√݊)  
 
ها برابر است با  spبنا بر این تعداد .است   ݊√2از اثبات قبلی متوجه شدیم که حداکثر تغییر ارتفاع هر راس برابر با  )ج

واحـد زیـاد مـی شـود در نتیجـه یـک        2ارتفـاع هـر راس مربوطـه     spزیرا طبق لم اثبات شده در کلاس بـا هـر     ݊√2
هـا برابـر اسـت بـا      spتعداد کل .ارضا شود spبه صورت  vبار از راس   ݊√و  uراس از بار   ݊√می تواند   e(u,v)یال

√݊ ∗   .است  ܧ
  ϕاگر طبق روش داخل کتاب یک تابع . ها قابل محاسبه است  relabelها و تعداد  spها نیز از روي تعداد  nspتعداد 

݊را به اندازه  ϕمقدار  relabel.  شار اضافی گراف متمم باشد تعریف کنیم که برابر مجموع ارتفاع رئوس داراي  + √݊ 



݊را به اندازه  ϕبر روي یالها مقدار  spافزایش می دهد ، همچنین  + هـا   nspبنابراین تعداد کـل  . تغییر می دهد  ݊√
ϕ  :൫݊برابر است با + √݊൯(√݊ ∗ ܧ + ݊√݊)  

  
 ، به عنوان نمونه شبکه ي زیر داراي یال حساس افزایشی نیستدارد نافزایشی  حساس هر شبکه شاره یک یال خیر) الف .2

  
  مثال از گراف بدون یال حساس افزایشی

به دست آوریم ، هر یالی کـه بـه    Min-cutیک  می توانیم، حساس افزایشی داشته باشد  یالاگر یک یک شبکه شاره ،  
min-cut یعنی به انـدازه وزن آن  ( بدیهی است که این یال باید ارضا شود . افزایشی است  حساس متعلق باشد یک یال

 ). از آن شار عبور کند

باشـد ، حـال دو    G(x)یک شار بیشینه در گـراف   *Xالگوریتم خود را به این صورت طراحی می کنیم ، فرض کنیم که 
ܵ: را به شیوه زیر تعریف می کنیم  Sو  Tمجموعه  = :ݑ|ݑ} ݏ → ܶو   {ݑ = :ݑ|ݑ} ݑ → مجموعـه را   2ایـن   {ݐ

به دست آورد ، حال یـال هـاي حسـاس افزایشـی مـا یالهـایی هسـتند کـه          BFSمی توان به سادگی با الگوریتمی مانند 
,ݒ)ܧ ݒ ݁ݎℎ݁ݓ ݈ܽܿ݅ݐ݅ݎܿ ݏ݅(ݑ ∈ ݑ ݀݊ܽ ܵ ∈ پیچیدگی این الگوریتم برابـر اسـت بـا محاسـبه یـک شـاره       .  ܶ

  .اره بیشنه استاست ، پس پیچیدگی این الگوریتم در همان حد الگوریتم ش O(VE)که برابر  BFSپیچیدگی + بیشینه 
 
در چه صورت کم شدن وزن یک یـال شـار مـاکزیمم را کـاهش     . باشد  Gشار بیشینه در گراف   *Xفرض کنیم که  )ب

در این صورت اگـر  . وجود داشته باشد  jبه  iیک مسیر افزایشی از  E(i,j)نمی دهد؟ تنها در صورتی که براي یالی مانند 
را کم کنیم ، شار از طریق مسیر افزایشی جریان پیدا می کند و لزوماً شـار مـاکزیمم کـاهش پیـدا نمـی       E(i,j)ما مقدار 

یک مسیر افزایشی وجود  i,jحال اگر براي یک . کند ، بنا بر این الگوریتمی می نویسیم که این مسیر ها را شناسایی کند 
بـراي پیـدا کـردن کلیـه مسـیر هـا از رئـوس        . کرده ایم  نداشته باشد می توان ادعا کرد که یک یال حساس کاهشی پیدا

راس  Vاسـت و چـون    O(E)برابـر   BFSپیچیـدگی  . استفاده می کنیم  BFSمختلف شروع کرده و از الگوریتمی مانند 
+ پیچیدگی کلی الگـوریتم برابـر پیچیـدگی محاسـبه شـار بیشـینه         .می شود O(VE)داریم در کل پیچیدگی الگوریتم 

O(VE)  است.   
  s. با توجه به توضیحات داده شده یال هاي حساس کاهشی برابر یال هاي حساس افزایشی نخواهند بود 

  
یال از  m<n2>0تعداد افراز هاي ممکن برابر است با انتخاب . تا یال است  n(n-1)/2هر گراف حداکثر داراي  )الف .3

(݊)݂تا یال n2 داخل  = ቀ݊ଶ

݉
ቁ  . بنابراین تعداد افراز هاي یالی یک گراف از درجه نمایی است ، و نمی توان یک

 .ضریب ثابت براي تعداد آنها به دست آورد

  :الگوریتم را به صورت زیر شرح می دهیم ) ب



  1مقدار هر یال را برابر-p(e) احتمال درستی.(قرار بده( 

  یک راس را به عنوانs انتخاب کن. 

  هر بار یک راس ازV-s  را برابر کن و آنرا انتخابt بگذار. 

  با استفاده از الگوریتمpush/relabel براي این  شار بیشینه راt را ذخیره کن هشار و مقدار. حساب کن. 

  در نهایتt اي که کمترین شار را به ما داده است انتخاب کن. 

  حال یال هاي متعلق بهmin-cut ا یک افراز با بیشترین به دست آمده از حل این شبکه شاره برابر است ب
 احتمال خرابی در شبکه

 O(n4)که برابر است با  push/relabelبار اجراي الگوریتم  nپیچیدگی الگوریتم برابر است با 

 

4.  
26.4-7   

: بنامیم داریم  <v0,…,vk>داشته باشیم ، این مسیر را  vبه راس  uاگر یک مسیر از راس 
h[v0]<=h[v1]+1<=…<=h[vk]+k  در این مسئلهk  ݑ)ߜهمان, [ݑ]ℎپس  .است (ݒ ≤ ℎ[ݒ] + ,ݑ)ߜ   .(ݒ

[ݑ]ℎبراي حالت )الف < [ݑ]ℎ: داریم  |ݒ| ≤ ℎ[ݐ] + ,ݑ)ߜ [ݐ]ℎاز طرفی می دانیم که  (ݐ = پـس در نتیجـه    0
ℎ[ݑ] ≤ ,ݑ)ߜ [ݑ]ℎدر حالتی که .  (ݐ ≥ ,ݑ)ߜباشد  |ݒ| وجود ندارد زیرا اگر چنین مسیري وجود داشته باشد   (ݐ

[ݑ]ℎچونکه  ≤ ℎ[ݐ] + ,ݑ)ߜ ,ݑ)ߜنتیجه می گیریم که   (ݐ (ݐ ≥ ℎ[ݑ] ≥ که تناقض است زیرا مسیري در  |ݒ|
[ݑ]ℎبنابراین تنها از ! باشد  |V|گراف وجود ندارد که بزرگتر از  < [ݑ]ℎمی توان نتیجه گرفت که  |ݒ| ≤ ,ݑ)ߜ   (ݐ

[ݑ]ℎ براي حالت) ب ≥ [ݑ]ℎ : داریمنیز  |ݒ| ≤ ℎ[ݏ] + ,ݑ)ߜ [ݏ]ℎمـی دانـیم کـه    (ݏ = اسـت ، بنـابراین    |ݒ|
ℎ[ݑ] − |ݒ| ≤ ,ݑ)ߜ [ݑ]ℎدر حالتی که .  (ݏ < ,ݑ)ߜزیرا ! باشد ، درستی این رابطه بدیهی است |ݒ| (ݏ ≥ و   0

 .عملاً در این حالت این فرمول به هیچ کار نمی آید! طرف دیگر رابطه همیشه منفی است

[ݑ]ℎهنگامی که : نتیجه  ≥ استفاده شـده   1از این نتیجه در تمرین (.در گراف متمم وجود ندارد tمسیري به راس  |ݒ|
 .، این نتیجه قبلاً داخل کتاب اثبات شده است )است

 

 
26.5.2 

تنهـا بـر اثـر     h[u]: اثبـات کـردیم   ) داخل کتاب(، همان طور که قبلاً  O(4n2)حداکثر برابر است با  ها nspتعداد : لم 
relabeling  2افزایش پیدا می کند ، ارتفاع یک راس حداکثرn  2و براي کل رئوس حداکثر . بار افزایش می یابدn2   بـار

براي هر افزایش ارتفاع در هـر  . واحد افزایش می دهد  2nمجموع ارتفاع را به اندازه  relabeling. افزایش خواهد داشت 
 O(4n3)برابر است با  ها nspتعداد بنابراین . خواهیم داشت  nspتنها یک  راس

  .قابل انجام است  nspبراي هر  O(VE)  +O(1)در زمان  push/relabelیک پیاده سازي از : فرضیه 



O(VE)  زمان مورد نیاز براي انجامsp         هاست و طبق اثبات هایی کـه در داخـل کـلاس هـم انجـام دادیـم در هـرnsp 
  .به دست می آید 2دگی الگوریتم از مجموع این بنابراین پیچی. مجموع ارتفاع یک واحد کم می شود 

کـه همـان    O(n3+nE)برابر اسـت بـا    FIFOو قضیه می توانیم نتیجه بگیریم که پیچیدگی با توجه به لم اثبات شده ، 
O(n3) می شود.  

  
26-3  

௝ܧفرض کنیم که براي : فرض خلف  )الف ∈ ௞ܫو  ܶ ∈ ௝ܴ براي یک  نتیجه بگیریم کهIk ܫ داریم௞ ∉ یا بـه عبـارت    ܶ
௞ܫبهتر  ∈ ܵ 

௝ܧداریم  Ikبا توجه به فرض خلف براي یک  ∈ ௞ܫو   ܶ ∈ ௞ܫاز طرفی چون که  ܵ ∈ ௝ܴ  بنابراین൫ܫ௞ , ௝൯ܧ =  ∞  
∑ شامل همه یال هایی است  min-cutداراي مقدار متناهی است ،  min-cutفرض کرده ایم که  E(w, v)   بـه طـوري

ݓکه  ∈ ݒ ݀݊ܽ ܵ ∈ شامل حداقل یک راس بی نهایت است و ایـن بـا فـرض متنـاهی بـودن        min-cutبنابراین . ܶ
  .قرار دارد Tدر داخل Ikبنابراین راس . متناقض است  min-cutمقدار

آنگاه  باشد Tمتعلق به  pjتبدیل می کند ، طبق بند الف ، اگر یک یال  S,T زیر گرافگراف شاره را به دو  min-cut)ب
I  هاي مرتبط با آن نیز در داخلT یالهـاي  وزن  اگر مجموع .قرار دارند௝ܲ  راP   و مجمـوعmin-cut  راV    بنـامیم آنگـاه

  :سود خالص برابر است با 
Net revenue = P-V 

: را به شیوه زیر تعریف مـی کنـیم    Sو  Tباشد ، حال دو مجموعه  (Gیک شار بیشینه در گراف  *X، فرض کنیم که ) ج
ܵ = :ݑ|ݑ} ݏ → ܶو   {ݑ = :ݑ|ݑ} ݑ → بـه دسـت آورد ، حـل شـار     مجموعه را مـی تـوان بـه سـادگی      2این  {ݐ

هـایی   Iکه باید حمل شوند برابر است با همه  Iمجموعه قابل انجام است ،  3(m+n)بیشنیه در گراف مفروض در زمان 
 Sتعیین مجموعه  .حضور دارند  T-Sهایی که در حضور دارند ، همچنین مجموعه آزمایشات برابر است با آن  T-Sکه در 

  قابل انجام است rدر زمان  Tو 
 3 +r(m+n)پیچیدگی الگوریتم برابر است با 

 


