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7-29.1  

آنـرا حـل مـی کنـیم ، نشـان مـی        simplexدر می آوریم ، سپس با استفاده از الگـوریتم   slackابتدا مسئله را به شکل 
 .داراي جواب بی نهایت است X1-X2دهیم که 

ݖ = ଵݔ − ଶݔ 
ଷݔ =  −1 + ଵݔ2 − ଶݔ
ସݔ =  −2 + ଵݔ + ଶݔ2

 

در هر سه جملـه مثبـت    x1است ، زیرا ضریب  unboundاز شکل عبارت کاملاً مشخص است که جواب :به طور شهودي 
 ما ارضا شود ،  را به هر اندازه اي که خواستیم زیاد کنیم و همچنان محدودیت هاي  x1است ، می توانیم 

بـه   x0–ابتدا یک جواب اولیه محاسبه می شود ، بـه ایـن صـورت کـه یـک       simplexدر الگوریتم : و بر اساس الگوریتم 
  تبدیل می شود ،  z=-x0عبارات اضافه می شود ، و عبارت اول به صورت 

ݖ =  ଴ݔ−
ଷݔ =  −1 + ଵݔ2 −  ଴ݔ+ଶݔ

ସݔ =  −2 + ଵݔ +  ଴ݔ+ଶݔ2
 عوض می شود ،  x4و  x0حال نقش 

ݖ = −2 + ଵݔ + ଶݔ2 −  ସݔ
଴ݔ = 2 − ଵݔ − ଶݔ2  +  ସݔ

ଷݔ = 1 + ଵݔ  − ଶݔ3 +  ସݔ
  :عوض می شود x0واحد آنرا افزایش می دهد ، و جاي آن با  2را انتخاب کرده و به اندازه  x1الگوریتم اکنون 

 
ݖ =  ଴ݔ−
ଵݔ = ଴ݔ− − ଶݔ2  +  ସݔ

ଷݔ = 3 − ଴ݔ  − ଶݔ5 +  ସݔ2

 
  :به عبارت زیر می رسیم  x0با حذف 

ݖ = ଶݔ3−   +  ସݔ

ଵݔ = ଶݔ2−  +  ସݔ

ଷݔ = 3 − ଶݔ5 +  ସݔ2



الگوریتم با توجـه بـه اینکـه     10محاسبه کرده و در خط 3و  1مقدار بی نهایت براي دلتاي  5در خط  simplexالگوریتم 
  .بر می گرداند unboundترین مقدار دلتا برابر بی نهایت است جواب کم

  
5-29.2  

که دو سر یـک   u,vشرط بگذاریم ، براي هر  u,vبراي حل این مسئله باید توجه داشته باشیم که به جاي اینکه براي هر 
  :یال در گراف است چنین محدودیتی بگذاریم بنابراین الگوریتم به شکل زیر اصلاح می شود

,ݑ)݂ (ݒ ≤ ,ݑ)ܿ ,ݑ ℎܿܽ݁ ݎ݋݂            (ݒ ,ݑ) ݋ݏ ݒ (ݒ ∈  , ܧ
,ݑ)݂ (ݒ = ,ݒ)݂−  ,ݑ ℎܿܽ݁ ݎ݋݂       (ݑ ,ݑ) ݋ݏ ݒ (ݒ ∈  , ܧ
∑ ,ݑ)݂ (ݒ = ∋ ݑ ℎܿܽ݁ ݎ݋݂       0 ܸ − ,ݏ} ௩ ௦௢ ௧௛௔௧ (௨,௩)௢௥ (௩,௨) ∈ ா{ݐ  .  

 Vو خط آخر نیز برابـر بـا    E، در خط دوم نیز برابر  Eیت هاي ایجاد شده در خط اول برابر جدید ، تعداد محدود LPدر 
بود ، اما بـا شـرط جدیـد تعـداد      Vاگر شرط سیگما را تغییر نمی دادیم هنوز تعداد محدودیت هاي خط آخر برابر . است 

  .بالاتر می رودمتغیرهایی که در شرط باید چک شوند بسیار کاهش می یابد و سرعت الگوریتم 
 O(E+V)بنابر این تعداد محدودیت ها برابر است با 

  
2-29.3  

ොݒدر این خـط داریـم   .  هیچگاه کم نمی شود  vمقدار  pivotام  13نشان می دهیم که در خط  = ݒ + کـافی   ௘ܾ௘෢ܥ
  .ثبات ما کامل می شودهیچ گاه منفی نمی شود ، و خود به خود ا ௘ܾ௘෢ܥاست که نشان دهیم مقدار 

ی نیست ، زیـرا اگـر منفـی    منف Ceمنفی شود ، می دانیم که  ௘ܾ௘෢ܥکم می شود ، در نتیجه باید  vفرض کنیم که مقدار 
، ) ایـن چـک را انجـام مـی دهـد      simplex الگوریتم 3خط (انتخاب نمی شود  pivotایندکس آن هیچ وقت براي  باشد

 ale>0داریـم کـه    simplexالگـوریتم   5همچنـین از خـط    bl/aleبرابر است با تقسیم  ௘෢ܾمنفی باشد ،  ௘෢ܾبنابراین باید 
 basicمنفی باشـد متغیـر    blاست و این تناقض آشکار است ، زیرا اگر  blبنابراین تنها راه منفی شدن عبارت منفی شدن 

  )29.3-3تمرین (  !نداشته است feasibleیک حل از ابتدا  LP ، در این حالتمتناظر با آن داراي مقدار منفی می شود 
بتوانـد   blآمـده اسـت ، در صـورتی کـه      Maintenaceکتاب در بخـش   798در هر دور در صفحه  blاثبات مثبت بودن 

  !!منفی باشد ختم الگوریتم و درستی آن زیر سوال می رود
  .هرگز کم نمی شود  vمنفی نمی شود ، بنابراین مقدار  هیچگاه ௘ܾ௘෢ܥبا توجه به برهان خلف گفته شده 

  
1-29  
a.  این حالت به سادگی قابل حل است ، اگر ما یک الگوریتم برايlinear programming     داشته باشـیم بـه راحتـی

  maximizeرا حل کنیم ،به این صورت که تابعی کـه مـی خـواهیم     linear-inequality feasibilityمی توانیم 
اســتفاده مــی کنــیم ، اگــر ایــن الگــوریتم  linear programmingشــود را برابــر صــفر قــرار داده و از الگــوریتم 



infeasible  برنگردانــد مســئلهinequality  نیــزfeasible  اســت ، و در غیــر ایــن صــورت مســئلهinequality  ،
infeasible خواهد بود. 

در حـالتی  ( متغیـر   nمحـدودیت و   mباشد ، به سادگی می توانیم با  inequalityمسئله  Ax ≤ bض کنیم که فر
  .مسئله را حل کنیم) متغیر استفاده کنیم 2nه بخواهیم حتماً متغیر ها از صفر بزرگتر باشند باید از ک

b.  ، اگر جـواب  مسـئله   در این حالت عکس حالت قبل را داریمLP        بینهایـت نباشـد مـی تـوانیم از یـک روش تکـرار
استفاده کنیم ، به این صورت که یک عدد که مـی دانـیم بـالاترین جـواب ممکـن اسـت را در نظـر گرفتـه ، و یـک          

inequality وجود می سازیم ، به عنوان نمونه اگر از شرط مF         بزرگتـرین عـدد ممکـن باشـد ، و عبـارتی کـه مـی
 : باشد عبارت زیر را می سازیم  a1x1+a2x2+…..+anxnکنیم برابر  maximumخواهیم 

a1x1+a2x2+…..+anxn  ≥ F 
Ax ≥ b 
x1,x2,x3,x4,…xn ≥ 0 

از یک جستجوي باینري استفاده می کنیم تا بـه  .... را نصف می کنیم و  Fداد  infeasibleاگر چنین عبارتی جواب 
  .جواب برسیم

می توانیم بدون افزودن هـیچ شـرط اضـافی ، تنهـا شـرط       LPبودن  feasibleدر ابتداي الگوریتم براي چک کردن 
واب حـل کنـیم ، در صـورتی کـه ج ـ     linear-inequality feasibilityرا بـه وسـیله الگـوریتم     LPعبـارت  هـاي  

feasible  داد مسئلهLP  ما نیز جوابfeasible خواهد داشت. 

  .خواهد بود 2m+1، و تعداد محدودیت ها برابر  nدر این حالت تعداد متغیر ها برابر با 
  

   



  :هندسه محاسباتی
  
5-33.2  

چنـد ضـلعی هـا داخـل     استفاده می کنیم ، البته ابتدا باید چک کنیم کـه یکـی از    sweep lineبراي حل این مسئله از 
منظور می تـوان از ایـده جـالبی اسـتفاده     دیگري نباشد ، زیرا در این صورت جارو کردن خطوط جوابگو نیست ، براي این 

برابر یکـی از   convex hullآنرا محاسبه می کنیم ، اگر  convex hullچند ضلعی را روي هم ریخته و  2کرد ، خطوط 
چنـد ضـلعی    2چند ضلعی هاي اولیه بود که نشان دهنده قرار گرفتن یکی در دیگري است و الگوریتم اعلام می کند که 

  :استفاده می کنیم  sweep line، اما اگر برابر یکی از شکل هاي اولیه نبود از  O(nlogn)ستند داراي اشتراك ه
دو چند ضلعی ساده در صورتی اشتراك دارند که یکی از اضلاع چند ضلعی اول ، یکی از اضلاع چند ضـلعی دوم را قطـع   

قابل انجـام اسـت ، بـا توجـه بـه       sweep lineکند ، و می دانیم که تشخیص اشتراك خطوط به سادگی توسط الگوریتم 
می تـوان نقـاط تقـاطع آن هـا را      O(nlogn)خط داریم که در زمان  nتعداد ) تا است nکه تعداد راس ها (فرض مسئله 

محاسبه کرد ، پس از به دست آوردن نقاط تقاطع آنها را با رئوس چند ضلعی مقایسه می کنیم اگر نقطه اي وجود داشـت  
کـه عبـارت    sweep lineالبته مـا همچنـان شـرط    ( نبود الگوریتم جواب بله بر می گرداند ها ضلعی که جز رئوس چند

  )خط همدیگر را قطع می کنند را در اینجا داریم 2است از اینکه حداکثر 
  .می شود O(nlogn)که همان  O(nlogn+nlogn)پیچیدگی الگوریتم برابر است با 

  
5-33.3  

حل کرد ، مشکل الگوریتم تکرار این است که از اطلاعات قبلـی اسـتفاده    n2سئله را در زمان با اندکی تغییرات می توان م
را  CHنیـز   nو در زمـان  ) lognدر زمـان  (می توانیم مکان نقطه جدید را بـین نقـاط قبلـی جسـتجو کـرده      نمی کند ، 

  :بسازیم
 convexاین نقطه را بین مجموعـه نقـاط   اضافه شده است ، مکان به مجموعه نقاط قبلی  pفرض کنیم که نقطه جدید 

polygon  <p0,p1,p2,….pk> پیدا می کنیم ، اگر نقطه داخلCP    باشد که لازم نیست کار اضافی انجـام دهـیم ، در
ایـن  .را تشـکیل دهـد   CPرا به دست می آوریم کـه یـک    pاجتماع  <p0,p1,p2,….pk>غیر این صورت مجموعه نقاط 

 .مرتب شده اند) tie(در یک حالت متصل   leftmostو یا  minimum y –coordinateنقاط بر اساس 

، اگـر   اثبـات شـد   CLRSرا اجرا می کنیم ، همان طـور کـه در    Graham-Scan(NS)الگوریتم  10تا  3حال خطوط 
دارد و نشان مـی دهـیم    O(n)در این حالت پیچیدگی برابر  Convex Hullیافتن  نقاط ما به درستی مرتب شده باشند

قابـل   n+lognقابل انجام است ، بنـابراین کـل عملیـات در زمـان      lognنیز در زمان  pکه جستجو و اضافه کردن نقطه 
  .است O(n2)بار این کار را انجام می دهیم مجموع کار ها برابر با  nانجام است ، و چون که 

را به مجموعه نقـاط قبلـی اضـافه کـرد ، بـراي ایـن        pنقطه  lognچه طور می توان در زمان اما هنوز نشان نداده ایم که 
 CPیـک   <Q=<p0,p1,p2,…pnفـرض کنـیم کـه     Search(Q,p)منظور جستجویی شبیه باینري انجام می دهـیم ، 

مرتـب شـده اسـت ،    ) tie(در یک حالت متصل   leftmostو یا  minimum y –coordinateبر اساس  p0است ، که 



سـاعتگرد اسـت یـا     ௡/ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗݌଴݌نسبت به  ሬሬሬሬሬሬ⃗݌଴݌یم اضافه کنیم ، ابتدا چک می کنیم که را می خواه pفرض کنیم که نقطه 
را بر مـی گـردانیم و    Search(<p0,p1,p2,…pk/2>,p)اگر ساعتگرد بود جواب  )p0با نقطه گردش ( پاد ساعت گرد ؟

نقطـه خـتم    3و در بهترین حالـت بـه   این جستج .را بر می گردانیم  Search(<pk/2+1,….,pn>,p)در غیر این صورت 
قرار دارد یا خارج آن ، بنابراین مـا مـی تـوانیم     Qداخل  pمی شود ، در این حالت به راحتی می توانیم چک کنیم که آیا 

اسـت ، پـس پیچیـدگی کـار برابـر اسـت بـا         T(3) = 1انجـام دهـیم و   T(n) = T(n/2) + O(1)جستجو را در زمان 
O(logn) این مرحله را در پاراگراف ابتدایی شرح دادیم ، کارهاي بعد از.  

  
3-33.4  

  :نیاز به کمی دستکاري دارد ، این تغییرات به قرار زیر هستند  closest pairالگوریتم 
 م در فاز اولیه الگوریت :|P|<3 باید ما نزدیکترین نقطه را بر اساس فاصله منهتن برگردانیم. 

  نقطه که به فاصله  9(نقطه مقایسه شود  9نقطه باید با  7به جاي مقایسه با در فاز ادغام نیزδ    منهـتن از نقطـه
P قرار گرفته اند( 

نقطـه بـه    10درستی الگوریتم دقیقاً مانند قبل اثبات می شود ، چیزي که ما باید نشان دهیم این است که حـداکثر  
  )از این به بعد هر جا اسمی از فاصله بردیم منظور فاصله منتهن است( .قرار دارند Pاز نقطه  δ2*δفاصله 

قـرار   δ*δنقطه می توان در ایـن مربـع    5می نامیم ، نشان می دهیم که حداکثر  PLرا  Pقسمت سمت چپ نقطه 
نقطه داشـته باشـیم در    5یا بیشتر از  5تقسیم می کنیم ، اگر  2δ*/2δ/براي این منظور مربع را به چهار مربع . داد 

از هم داشته باشند باید هر دو تـا   δنقطه فاصله  2نقطه داشته باشیم ، براي اینکه این  2یکی از مربع ها باید حداقل 
می تـوانیم   δ*δه همین منوال ادامه دهیم متوجه می شویم که در یک مربع وشه مربع قرار گرفته باشند ، اگر بگدر 

مربع هستند داشته باشیم ، براي مربـع سـمت   نقطه دیگر در گوشه هاي  4نقطه که یک نقطه در وسط و  5حداکثر 
  .قرار دارند Pنقطه در اطراف نقطه  10راست نیز همین داستان تکرار می شود ، بنابراین حداکثر 

 
  

   



  :الگوریتم هاي تقریبی
  

1.3  
یـک درخـت بسـازیم ،    استفاده کنـیم و   DFSرا می دهد ، اگر از الگوریتم  VCمی دهیم که الگوریتم جواب شان ابتدا ن

خواهـد  را  VCچنـین مجموعـه اي خاصـیت    ) به جز رئوسی که بـرگ هسـتند  (بنامیم  Sرا  این درختمجموعه رئوسی 
جسـتجو کـرده    DFSمجموعـه یالهـایی کـه    خواهد بود ، هر یالی کـه در   Sداشت ، زیرا هر یال حداقل یک راس آن در 

راس  2نمـی توانـد   . شده است! وجود ندارد ، به این خاطر به درخت اضافه نشده است که هر یکی از رئوس آن قبلاً زیارت
حتماً یکی از راس ها را ادامه می داد و چنـین اتفـاقی هـیچ گـاه      DFSیک یال هر دو برگ باشد ، زیرا در چنین حالتی 

  .دن نداردامکان رخ دا
  .را دارد VCخاصیت  Sدارد ،  Sیک راس در  Gچون هر یال بنابراین 

  
 S|<2*OPT|نشان می دهیم که 

و در  m|<OPT|راس اسـت ، از طرفـی مـی دانـیم کـه       S|/2|اي وجود دارد که داراي  matchingباید نشان دهیم که 
 S|<2*OPT|: که می توان نتیجه گرفت  S|/2<|m|<OPT|نتیجه 

تطبیقی اسـت کـه از رئوسـی کـه در      Meven  ،Moddو  Moddتعریف می کنیم ،  matchingدو نوع :  |S|/2<|m|اثبات 
تطبیقی است که از رئوسـی کـه در عمـق زوج     Meven، ساخته می شود و با یک نود همسایه آنعمق فرد بازدید شده اند 

درست است ، زیـرا یـک گـره زوج     matchingه این می دانیم ک .ساخته می شودبا یک نود همسایه آن ، بازدید شده اند 
  ) در مورد فردها هم همین طور است(هیچگاه با گره زوج دیگر تطبیق پیدا نمی کند 

و یـا در   Mevenو یـا   Moddحتماً یا در ،   S بنابراین رئوس داراي حداقل یک فرزند است ، Sهر راس در درخت چون که 
  .راس خواهد بود و اثبات کامل می شود S|/2|یکی از این تطبیق ها شامل حداقل  بنابراینهر دو وجود خواهند داشت ، 

  
2.1  

برابر تعداد یالهاي گراف است ، ما از ایـن واقعیـت اسـتفاده کـرده و ضـریب الگـوریتم تقریبـی رو         OPTحداکثر مقدار .1
 OPT/2 ≤ E/2در نتیجه  OPT≤Eمحاسبه می کنیم ، 

را محاسبه می کنیم ، و هر کدام از مجموعه ها که بیشـترین   d(v,B)و  d(v,A)اس ما در الگوریتم حریصانه ، براي هر ر
برابـر بـا    Sقرار دهـیم پـس از ایـن کـار      Sکاردینالیتی را به ما بدهد انتخاب می کنیم ، اگر مجموع کاردینالیتی را برابر 

S+max(d(v,A),d(v,B)) ا می شود و اگر کاردینالیتی که از دست داده ایم را بF  ، نشان دهیمF     برابر مـی شـود بـا
F+ min(d(v,A),d(v,B))  بنابراین همیشهF≤S  و چون کهF+S  برابر است باE  پسS≥E/2 است.  

 1/2و این یعنی ضریب الگوریتم تقریبی برابر است با  S≥OPT/2پس در نتیجه  OPT/2 ≤ E/2از طرفی داریم که 

  



  : tightمثال .2

  
با هم و بقیـه رئـوس هـم بـا هـم ، در حـالی کـه الگـوریتم دو          v2و  v1برابر است با اجتماع  OPTحالت ، در این حالت 

 .را جواب می دهد و بقیه رئوس می سازد که دقیقاً نصف جواب بهینه v2و یکی شامل  v1مجموعه یکی شامل 
 
همـان طـور کـه     .اق می افتد که برابر با تعداد یالهاي گراف می شـود بخشی اتف 2در گراف هاي  OPTبیشترین مقدار .3

  .استفاده کرده ایم Eاي برابر  upper boundگفته شد ما از 
از یـک   n.چنـین ویژگـی دارد   Knگـراف کامـل    ،باید توجه کنیم که تعداد یالهـا زوج باشـد    ساخت چنین گرافیبراي .4

 کمتـر از   K200  ،OPTبه نصف تعـداد یـال هـا نزدیـک مـی شـود ، بـه عنـوان نمونـه بـراي            OPTعددي بیشتر بشود 
0.501E است.  

یـک گـراف وزن دار بـی جهـت     : براي جنرال کردن مسئله براي گراف وزن دار می توانیم چنین مسئله را تعریف کنیم .5
را به دست آوریم ، الگوریتم حریصـانه همـان اسـت کـه      V-Sو  Sداریم ، می خواهیم که بیشترین وزن بین دو مجموعه 

  .را بر می گرداند Aو مجموعه  vمجموع وزن بین راس  d(v,A)توضیح داده شد با این تفاوت که 
  

2.6  
  .درجه راس است مجموعه رنگ و 1+راس شامل دلتا این الگوریتم را به شیوه زیر می سازیم ، هر .1

  راس با بزرگترین درجه را انتخاب کن 

 از مجموعه رنگ هاي این راس یک رنگ را انتخاب کن و درجه راس را برابر صفر قرار بده. 

 هاي همسایه هاي این راس کم کن ، همچنین یکی از درجـه ایـن رئـوس     رنگ انتخاب شده را از مجموعه رنگ
 .کم کن

 الگوریتم را تکرار کن تا زمانی که راس رنگ نکرده اي باقی نمانده باشد.  
و در نتیجه الگوریتم قبلی جواب مناسـبی  باشد ،  ݊√بخش مشکل زا این است که ممکن است درجه یک راس بالاتر از .2

رنگ ، رنگ کرد ، همسایه هـاي   3منظور می توان از یک تکنیک استفاده کرد ، اگر یک گراف را بتوان با  ندهد ، براي این
یک راس تشکیل یک گراف دو بخشی می دهند ، زیرا یک رنـگ بـه راس جـاري اختصـاص داده مـی شـود و در نتیجـه        

بنـابراین  . بل رنگ شدن باشد دو بخشی است رنگ قا 2رنگ ، رنگ شوند و می دانیم که گرافی که با  2همسایه ها باید با 
  :می توانیم در الگوریتم کارهاي زیر را انجام داده سپس گراف را به وسیله الگوریتم قبلی رنگ می کنیم

  .بیشتر است را انتخاب کن  ݊√از  بزرگترین راسی که درجه راس آن .1

V2 V1 



 .ا برابر صفر قرار بدهاز مجموعه رنگ هاي این راس یک رنگ را انتخاب کن و درجه راس ر .2

رنگ انتخاب شده را از مجموعه رنگ هاي همسایه هاي این راس کم کن ، همچنین یکی از درجـه ایـن رئـوس     .3
 .کم کن

  را اجرا کن 3و  2براي همه همسایه هاي این راس 

  الگـوریتم  وجود دارد این الگوریتم را تکـرار کـن در غیـر ایـن صـورت       ݊√تا زمانی که راسی با درجه بیشتر از
  .رنگ تکرار کن  ݊√بخش اول سوال را با 

  
3.2  

1 .Sender-Receiver I Problem is in P:  با توجه بهhint   ، یـک راس اي که داده شده اسـت f     بـه گـرافG 
حـال  ،  مـی کنـیم  متصـل  وزن صـفر  یـالی بـه   بـا   هـا  senderبه همه  را ، این راسمی نامیم  ’Gو آنرا اضافه می کنیم 

MST-Based Algorithm با شرط راrequired   براي راس جدید و رئوسreceiver   و شرطSteiner    روي بقیـه
حلـی کـه    .بحث کرده ایـم  vaziraniرا قبلاً در کتاب  MST-Based Algorithm .اجرا می کنیم رئوس باقی مانده ، 

  .است Gو یال متصل به آن یک حل براي گراف  fبه دست می آوریم با حذف  ’Gبراي 
MST-Based Algorithm  : دو راسبراي هر (u,v)   ، یـالی بـا   دسـت آورده و   بـه کوتاهترین فاصله را بین دو راس

 MSTبه دست می آوریم ، سپس از روي ایـن   ’Gرا روي  MSTاضافه می کنیم ، ’Gگراف  به  (u,v)بین همین وزن 
  .خاب می کنیمرا که به این رئوس مربوط هستند را انت Gهمه رئوس 

  
feasible solution  : تنها راه رسیدن بهf   رد شدن از یـکsender      اسـت ، و چـون کـه همـهreceiver      هـا بـهf 

  .متصل است senderحداقل به یک   receiverبنابراین هر ) داریم MSTزیرا یک (متصل هستند 
optimal solution  : چون که ماMST  را روي گرافG’        اجرا کردیم مطمـئن هسـتیم کـه یالهـاي دیگـري وجـود

یـا   senderندارند که بتوانند با هزینه کمتري این مجموعه رئوس را به هم متصل کنند ، از طرفی چون که هر راس یک 
receiver و همچنین راسـی وجـود نـدارد کـه     که بتوان به این مجموعه رئوس اضافه کرد  است راس دیگري وجود ندارد

  .بتوان آنرا حذف کرد
polynomial time  : ، مـی دانـیم کـه    افزودن یک راس در زمان چند جمله اي انجام می شود ، همچنین واضح است

MST در زمان چند جمله اي به راحتی قابل محاسبه است.  
  .است Pدر  Sender-Receiver I problemبنابراین 

  
2. Sender-Receiver II Problem is in NP-hard:  

به این مسئله انجام دهیم کـه در زمـان چنـد     Steinerاز مسئله  reductionبودن این مسئله باید یک  NPبراي اثبات 
  .اي قابل انجام باشدجمله 



 بقیـه رئـوس  نگاشت مـی کنـیم ، و    sender یکی از رئوسرا به روي  Steiner tree از مسئله   requiredرئوس یکی از 
required  را بر روي رئوسreceiver  ، بقیه رئوسنگاشت می کنیم non-required نیز بدون تغییر باقی می مانند. 

Steiner tree  ، مسئله را به گونه اي تغییر دادیم که یکـی  می کوشد که رئوس اجباري را با کمترین هزینه به همدیگر متصل کند
ها متصل کند ، همه این کارها در زمان چند جمله اي انجام شد ، بنابراین این مسـئله   receiverها را به همـه   senderاز 

NP-hard زیرا می دانیم که .  استSteiner tree  یک مسئلهNP-hard است.  
3. factor 2 approximation algorithm  

بـا اسـتفاده از   . این الگوریتم همان است که در قسـمت اول ذکـر شـد ، امـا در اینجـا فـاکتور آنـرا محاسـبه مـی کنـیم           
Theorem 3.3  از کتاب وزیرانی می دانیم کهMST  2 ازایی که انجام داده ایم*OPT   ایی است که بـرايSteiner 

tree   در بخش قبل ثابت کردیم که چگونه می توان . به دست آورده ایمSteiner tree   را تبدیل به مسئله کنونی کـرد
  .است OPT*2درجه دو مسئله تفاوتی با هم ندارد بنابراین این الگوریتم براي مسئله کنونی نیز از  OPT، بنابراین 

  
4.4  

متصل می کنیم ، این وزن برابـر   f(u,v)یک یال با وزن  u,vگراف کامل به این شیوه ساخته می شود ، براي هر دو راس 
می نـامیم   ’Gرافی که آنرا محاسبه می شود ، حال روي چنین گ Gکه از روي گراف است ،  u,vکمترین وزن برش بین 

را  Gomory Huمی زنیم ، باید نشان دهیم کـه ایـن درخـت خاصـیت       maximum weight spanning treeیک 
 ...,w1,w2شـامل   uبـه   vداده شده ، فرض کنیم که مسیر  hintدارد ، این کار به سادگی امکان پذیر است ، با توجه به 

 :داریــــم چــــون کــــه مــــا درخــــت مــــاکزیمم را ســــاخته ایــــم  <v,w1,w2,….wk,u>باشــــد یعنــــی 

min{f(u,w1),f(w1,w2),….f(wk,u)} f(u,v) ≤  می دانیم که از طرفیf(u,v)     کمتـرین بـرش بـینu,v  ، اسـت 
باشـد بـه    minکمتـر از   f(u,v)زیـرا اگـر    = min{f(u,w1),f(w1,w2),….f(wk,u)} f(u,v)اثبات می کنـیم کـه   

زیـرا   f(w1,w2)=f(u,v)باشد ، در ایـن صـورت حتمـاً     f(w1,w2)فرض کنیم که مینیمم عبارت  :تناقض می رسیم 
راس می گذرد ، بنابراین برش کمینه حتماَ باید این دو راس را از هم جدا  2وجود دارد که حتماً از این  uبه  vمسیري از 

می نیمم عبارت موجـود نخواهـد بـود ، و یـک      f(w1,w2)زیرا در غیر این صورت  f(u,v) ≥  f(w1,w2)کند ، یعنی 
می تـوان از  و  f(u,v) ≤  f(w1,w2)و  f(u,v) ≥  f(w1,w2): عبارت کوچک تر وجود خواهد داشت ، بنابراین داریم 

 f(u,v) =  f(w1,w2)نامساوي نتیجه گرفت که  2این 
 

 2دارد ، زیـرا بـراي هـر     Gomory Huمشخص می شود که درخت ساخته شده خاصیت جه به اثبات انجام شده ، با تو
  .است راس 2بین  برابر می نیممم کات گراف متناظر  یال مسیر بین دو راسمی نیمم اندازه راس 

  
5.3  

  : 2الگوریتم تقریبی با ضریب .1



مرکز را به این صـورت انتخـاب    k-1دلخواه بردار ، به عنوان مرکز کلاستر اول نام گذاري کن ، بقیه راس یک :  الگوریتم
مرکـز   kانتخاب کن ، پس از انتخاب انتخاب شده را  تا به حالدورترین راس ممکن به مجموعه رئوسی که هر بار کن که 

مجموعـه  هـر راس را داخـل   ( اساس نزدیکی هر راس به یکی از این مراکز آنهـا را جـز دسـته ایـن مراکـز قـرار بـده        ، بر 
  )مرکز قرار بدهنزدیکترین 

Feasibility :  ما رئوس را بهk یعنی ! ( کلاستر تقسیم کردیمfeasible است الگوریتم(  
یعنـی مرکـز   (از نزدیکتـرین مرکـز    zمرکز باشـد ، فاصـله    kدورترین نقطه از  zفرض کنیم که  : الیز ضریب تقریبآن

  می نامیم ،  Δرا ) کلاستر خودش
دورتـرین   zبیشتر نیست ، اثبات به سادگی قابل انجام اسـت ، چـون کـه     2Δبیشترین هزینه این الگوریتم از  : 1ادعاي 

چون که نا مساوي مثلثی را داریـم  خواهد بود ،  Δحداکثر  از مرکز خودشان نقاط نقطه از مراکز بود ، بنابراین فاصله بقیه
و طبق نا مسـاوي مثلثـی   .است Δنیست ، زیرا شعاع آن حداکثر  2Δیک کلاستر بیشتر از  قطر، می توانیم ادعا کنیم که 

  .باشد Δ+Δعرض آن حداکثر می تواند برابر یا کوچکتر از 
 Δاز هـر مرکـز حـداقل     zنقطه داریم ، فاصله نقطه  k+1است ، اثبات فرض کنیم که  Δحداقل  OPTهزینه  : 2ادعاي 

لگوریتم که هر بار دور ترین نقطه را به عنوان مرکز انتخاب می کـرد مـی دانـیم کـه ایـن فاصـله       است ، با توجه به روند ا
نقطه در یک خوشه قرار خواهند گرفت ، و مـی دانـیم کـه     2کمترین فاصله ممکن است ، طبق اصل لانه کبوتري حداقل 

 OPT ≥ Δخواهد بود ،  Δحداقل بزرگتر یا مساوي  OPTاست ، بنابراین جواب  Δکمترین فاصله ممکن هم 

است پس ضـریب   2Δو می دانیم که هزینه الگوریتم ما کمتر یا مساوي  2Δ ≤ 2OPTدر نتیجه  Δ ≤ OPT :ضریب الگوریتم 
  .است 2الگوریتم 

  
  : tightمثال 

  
  .است dاز هم فرض کنیم که فاصله همه 

  



  
  .است 2dحالت بهینه ، که قطر برابر  

  

  است 4dجواب الگوریتم ما که قطر برابر   

  :اثبات اینکه الگوریتم ما بهینه ترین است و الگوریتم با ضریب کمتر وجود ندارد. 2

اسـت اسـتفاده مـی کنـیم ،      NPکه می دانیم   Dominating Setاستفاده می کنیم ، از مسئله  reductionاین منظور از براي 
را در نظـر مـی گیـرم ، از روي ایـن گـراف یـک        kراس و یک عدد مثبت  nبا  G(V,E)یک نمونه از این مسئله را روي یک گراف 

یـک یـال    Gاگـر در گـراف   : هستند ، اما یالها را اینگونه می سازیم  Gراس ها همان راس هاي گراف . می سازیم  ’G کامل گراف
توجه داریم کـه ایـن   قرار می دهیم ،  2قرار می دهیم و اگر یالی وجود نداشت یالی با وزن  1یک یال به وزن  ’Gداشتیم در گراف 

  :گراف نا مساوي مثلثی را ارضا می کند حال در این گراف داریم 

  در گراف اگرG  یکDS یا مساوي ا اندازه کمترب k  داشته باشیم ، گرافG’  ًحتماk  دارد و 1خوشه با وزن 



  گراف اگر درG  یکDS از  بیشترا اندازه بk ، گراف  جواب بهینه درداشته باشیمG’ k  است 2خوشه با وزن. 

را بپـذیرد و در ایـن    2، الگوریتم نباید یالهـاي بـا وزن   داشته باشیم  ε-2 ضریب تقریب در حالت اول اگر یک الگوریتم با
را بـه   NPرا تشخیص دهد ، یعنی یک مسئله  DSما می تواند می دهد ، به عبارت بهتر الگوریتم  1حالت جوابی با وزن 
  !!باشد P=NPتشخیص می دهیم و این غلط است مگر اینکه  Pوسیله یک الگوریتم 

 

  پایان


