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  :چكيده مقاله 

ما يك گراف بدون جهت داريم و مي خواهيم با توجه به  MBDSTدر مسئله 

 Bvمحدوديت تعداد يال هاي متصل شده به هر راس كه براي هر راس برابر با 

  .است ، يك درخت پوشاي مي نيمم بدست آوريم 

  :ا حل بهينه مسئله بالا در نظر بگيريم ر OPTاگر 

 Tروي هر راس گرفته و درخت  Bvرا با محدوديت  Gالگوريتم ما يك گراف 

  :را به عنوان جواب برمي گرداند كه داراي خاصيت هاي زير است 

���
 .است OPT حداكثر برابر با Tو اينكه مجموع هزينه رئوس 

ت كلي تر مسئله وجود يك كف براي هر راس است كه براي آن نيز مي حال

  .توان با اندكي گسترش روي الگوريتم قبلي يك الگوريتم ارائه داد

  ديباچه 1

به  MINIMUM BOUNDED DEGREE SPANNING TREEمسئله 

  :صورت زير تعريف مي شود 

 cبر داريم كه وزن هر يال آن برا G=(V,E)يك گراف ساده و بدون جهت 

داريم ، مي  Bvاست ، براي هر يك از رئوس گراف يك درجه بيشينه به نام 

خواهيم يك درخت پوشاي مي نيمم بدست آوريم كه در شرايط بالا صدق كند ، 

  .نباشد و درخت پوشا و مي نيمم باشد  Bvيعني درجه هر راس بزرگتر از 

ونه در نظر است ، به عنوان نم NPبه دست آوردن چنين درختي از درجه 

باشند ، در اين حالت مسئله به مسئله مسير  2ها برابر  Bvبگيريد كه همه 

هاميلتوني تبديل مي شود بنابراين به دنبال الگوريتم هايي مي گرديم كه به طور 

  .تقريبي بتوانند مسئله را حل كنند

مي تواند در زمان چند جمله اي در اين مقاله الگوريتمي ارائه مي شود كه 

�����ئله بالا را در محدوده مس ≤ �� +   .حل نمايد  1

مسئله به يك مسئله برنامه ريزي  ابتدا سعي مي شود كه تكنيك هاي تبديل

خطي بررسي شده و سپس روش هايي براي آسان كردن حل آن به كار برده مي 

  .شود

  .  استحل آن كل الگوريتم حول بازي با برنامه ريزي خطي و ساده كردن 

بررسي مي شود ، سپس  MSTدر اين الگوريتم ابتدا روش هاي حل تكراري 

 اصلي مقاله كه الگوريتم كارِ، ارائه مي شود و در آخر  Bv+2يك الگوريتم 

 براي يالگوريتم مي شود ، با گسترشي ساده مي تواناست ارائه  Bv+1 تقريبي

  .تغيير داد   Bv±1 حل

 تكنيك هاي استفاده شده 1.1

در اين مقاله از روش هاي چند سطحي براي طراحي الگوريتم تقريبي استفاده 

در روش هاي چند سطحي ابتدا مسئله را به صورت يك برنامه ريزي . شده است 

به . خطي تبديل مي كنند و سپس ساده سازي هايي روي آن انجام مي دهند 

كنيم و را معرفي مي  MBDSTطور خيلي خلاصه برنامه ريزي خطي براي 

سپس سعي مي كنيم كه آنرا گسترش دهيم تا بتوانيم يك الگوريتم كارا به 

  :دست آوريم 

��
���� ���� =  � �����∈�   
������ �� ������ = |�| − 1 

                   ����#� ≤ |#| − 1            ∀ # ⊂ � 

                   ��&��� ≤  ��                     ∀ � ∈ �                     �� ≥ 0                                  ∀ � ∈ � 

عبارت است از يال هايي كه دو راس آن در داخل   �#��در اين الگوريتم 

است كه دقيقاً يك راس آن ها در  ييهايالمجموعه  �#�&. قرار دارد  Sمجموعه 

مجموعه را مي اعضاي هم عملگري است كه تعداد  x(U)ار دارد و قر Sمجموعه 

  .شمارد
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اما نكته قابل تامل تعداد نمايي . درستي اين برنامه ريزي خطي واضح است 

كه  نكته اساسياز بايد  ، براي اين منظور. است  Vزير مجموعه هاي 

Geomans  آن اين و  غافل نشويمبر اساس آن الگوريتم خود را بنا نهاده است

شرط هاي تساوي كه به است كه براي حل اين مسئله خطي تنها كافي است كه 

و جواب به دست آمده  را ارضا نمود تعريف مي شود laminar familyوسيله 

  .يك جواب بهينه اوليه خواهد بود 

عبارت است از يك خانواده از زير مجموعه  laminar familyتوضيح اينكه 

  .تايي آنها با هم اشتراك ندارد 2يچ كه ه ، يك مجموعه هاي

ابتدا مسئله را به وسيله برنامه : الگوريتم اصلي به صورت زير كار مي كند 

 را دارندو سپس رئوسي كه بالاترين ارزش حل مي كند ) مانند بالا( ريزي خطي 

پيدا كند  را اگر نتوانست چنين راسي اب كرده و به جواب اضافه مي كند ،انتخ

سئله خطي را حل مي كند تا يك جواب به دست آورد و الگوريتم به مجدداً  م

  .همين شيوه ادامه پيدا مي كند 

براي حل  polyhedronدر ادامه گزارش مقاله سعي مي كنيم كه ابتدا روش 

را به طور خلاصه بحث مي  A+2را شرح دهيم ، سپس الگوريتم  MSTمسئله 

كار اصلي مقاله هستند را توضيح كه  A±1و  A+1كنيم و در نهايت الگوريتم 

  . مي دهيم 

براي خلاصه شدن گزارش سعي مي كنيم كه بخش هاي مهم اثبات ها را ذكر 

براي فهم كامل مقاله مراجعه به . كرده و از گفتن جزئيات ريز خودداري كنيم 

  .ضروري استامري مرجع اصلي مقاله 

 MSTبراي  polyhedronالگوريتم  2

همان طور كه در تكنيك ها توضيح داده شد ابتدا يك برنامه ريزي خطي را 

   .طراحي مي كنيم و سپس يك روش تكراري براي حل مسئله به كار مي گيريم

را براي آن انتخاب كرده ايم به  LP-MST(G)برنامه ريزي خطي ما كه عنوان 

  :صورت زير است 

��
���� ���� =  � �����∈�   
������ �� ������ = |�| − 1 

                   ����#� ≤ |#| − 1            ∀ # ⊂ �                     �� ≥ 0                                  ∀ � ∈ � 

واب بهينه اوليه را براي ما به دست آورد اين برنامه ريزي خطي مي تواند ج

كه اين برنامه ريزي  *xحال يك الگوريتم تكراري طراحي مي كنيم كه از جواب 

  . خطي داده است استفاده كند 

F=φ. 

While F is not a spanning tree  

1. Solve LP to obtain an extreme point x*  

2. Remove all edges s.t. x*e = 0 

3. If there exists a leaf vertex v, then include the 

edge incident at v in F and remove v from G. 

 

در اثبات درستي از روش استقرايي :  جواب الگوريتم خلاصه اثبات درستي

  .يك درخت مي نيمم پوشا است Fاستفاده مي كنيم و ثابت مي كنيم كه درخت 

xeاب كند ، ما حتماً داريم انتخرا  eيال  الگوريتم 2bاگر در مرحله 
*
و  1 = 

اين راس به درخت ما . خواهد بود  يا مساوي با يك درجه راس هاي آن نيز بالاتر

اگر درخت حاصل از حل  .مي ناميم  vرا  eراس متناظر با يال .اضافه مي شود 

G\{v}  راT’  بناميم در اين صورت :T= T’∪{e}  فرض كنيم كه الگوريتم براي

G’ در اين صورت يك  )فرض استقرا(  ر مي كنددرست كاxres
*
را بر مي     

xres     حال داريم. گرداند 
*
  c(F’)  ≤  c.  از طرفي داريم:  

c(F) = c(F’) + ce   وxres
*
   c(F’) ≤ c.  كه نتيجه مي دهد:         

c(F) ≤ c. xres
*
 + ce = c.x

*
جواب ما همچنان كمتر از و اين يعني اينكه     

xeت زيرا اس OPTميزان 
*
   .است  1 = 

و  الگوريتم داريم اثبات درست بودن گوريتم اين الدر مرحله بعدي كه 

از هر بار حل مسئله بهينه يك برگ وجود است ، يعني اينكه بعد  آن خاتمه

  :دارد 

حداكثر  LPابتدا بايد ثابت كنيم حداكثر تعداد شرط هاي مساوي در الگوريتم 

اين ( انجام مي شود  uncrossingز طريق تكنيك اثبات ا. است  n-1برابر با 

كه   Sرا برابر خانواده همه زير مجموعه هاي  Fاگر ) . وجود دارد Jainاثبات در 

 laminar familyرا برابر ماكزيمال  Lشرط مساوي دارند در نظر بگيريم و 

، اين اثبات  span(L) = span(F)در نظر بگيريم بايد ثابت كنيم كه  Sرئوس 

 Lهستند ولي در  Fسر راست است مي توانيم دو زير مجموعه بگيريم كه در 

ماكزيمال نخواهد  Lنيستند و با برهان خلف ثابت مي كنيم كه در اين صورت 

 )uncrossingتكنيك ( .بود 

برابر است با برداري كه حضور يا عدم حضور يك يال را در  span(T): نكته 

مشخص مي  0و عدم حضور با  1حضور با . ان مي دهدنش  T داخل مجموعه

  .است Sشود و اندازه بردار  برابر با 

بعد از اثبات دو لم بالا مي توانيم درستي الگوريتم را با برهان خلف اثبات 

در همه جاي اين مقاله براي اثبات درستي از برهان خلف استفاده ( كنيم 

(  1راس با درجه  2bكه در مرحله براي اين منظور فرض كنيم ) . خواهيم كرد

هستند ، مجموع  2وجود نداشته باشد بنابراين كليه رئوس حداقل از درجه ) برگ

از نصف مجموع  |*E|از طرفي مي دانيم كه  است ، |V|2كليه رئوس برابر با 

يك جواب بهينه اوليه است  *xچون كه .  |E*|>|V|رئوس بزرگتر است پس 

و از لم هاي  |E*| = |L|: پس  |L|برابر با  laminar familyو ماكزيمال 

پس در نتيجه حداكثر تعداد مجموعه  span(L) = span(F)قبلي داريم كه 

پس در  L|≤ |V|-1|يعني . است  V|-1|برابر با  laminarهاي خانواده 

  .كه تناقض است E*| ≤ |V| -1|نتيجه 
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 A+2الگوريتم تقريبي  3

وضيح مي دهيم ، اين الگوريتم از كارهاي اين بخش را به طور خيلي خلاصه ت

ارائه مي كنيم  MBDSTبراي حل  LPيك روش . گذشته الهام گرفته شده است 

و سپس يك روش تكراري كه در مقاله عنوان شده را بحث مي كنيم ، با توجه به 

اثبات هاي كلي تري ارائه مي شود از اثبات ها  A+1اينكه در الگوريتم هاي 

  .يم صرف نظر مي كن

LP-MBDST(G,B,W) 

��
���� ���� =  � �����∈�   
������ �� ������ = |�| − 1 

                   ����#� ≤ |#| − 1            ∀ # ⊂ � 

                   ��&��� ≤  ��                     ∀ � ∈ )                     �� ≥ 0                                  ∀ � ∈ � 

��مجموع رئوسي است كه مي خواهيم محدوديت  Wدر اينجا &��� ≤   :الگوريتم تكراري به صورت زير است . به آن اعمال شود   �� 

Initialize F=φ. 

While F is not a spanning tree 

1. Solve LP to obtain extreme point x*. 

2. Remove all edges e s.t.  x*e = 0. 

3. If there is a leaf vertex v with edge {u,v}, then 

1. Include {u,v} in F.  

2. Decrease Bu by 1. Delete v from G. 

Delete v from W 

4. If there is a vertex v  ∈ W such that degE(v) ≤ 3, 

then remove the degree constraint of v. i.e. 
Delete v from W 

  :خلاصه اثبات درستي جواب الگوريتم 

. اثبات درستي جواب شبيه به اثباتي است كه در الگوريتم قبلي انجام داديم 

راس متصل به آنرا  Bبر مي داريم و درجه  را  ر يك برگما هر با 3در مرحله 

را بر مي داريم ،  3محدوديت راس با درجه  4و در مرحله  .يكي كم مي كنيم 

 ≥ dv(T)باشد كه در اين حالت نيز شرط  bv =1لت اين است كه بدترين حا

Bv+2  چون كه هر بار يك برگ انتخاب مي شود جواب حاصل . برقرار است

  .تشكيل يك درخت خواهد داد

  :و اما خلاصه اثبات درستي الگوريتم و خاتمه 

و نيز يك  T⊆Wثابت مي كنيم كه يك  uncrossingابتدا با تكنيك 

  :جواب مسئله خطي زير است  *xوجود دارد كه  Lمانند  laminarخانواده 

                   *�∗���#� = |#| − 1            ∀ # ∈ ,�∗�&��� =  ��                    ∀ � ∈ - . 
اثبات حالت كلي اين مسئله را در بخش بعدي ارائه  |E*| = |L| + |T|و 

  .مي كنيم

وجود دارد و يا  1يم كه در هر مرحله يا يك راس با درجه حال ثابت مي كن

فرض كنيم : است 3داراي درجه كمتر يا مساوي با  wيكي از رئوس متعلق به 

و  4داراي درجه حداقل  wكه اين طور نباشد در اين صورت هر راس متعلق به 

مي باشند چون كه تعداد يال هاي گراف  2ساير رئوس داراي درجه حداقل 

 E*| ≥ (2(n - |W|)|: در نتيجه ر يا مساوي نصف مجموع رئوس است بيشت

+ 4|W|)/2 = n+ |W|  از طرفي از پاراگراف قبل داشتيم|E*| = |L| + 

|T|  و مي دانيم كه حداكثر اندازه يك خانوادهlaminar  برابرn-1  است پس :

|E*| = |L|+|T| ≤ n-1+|T| ≤ n-1+|W|  پس . و اين تناقض است

 .غلط بوده استفرض ما 

 A+1الگوريتم تقريبي  4

در اين الگوريتم به جاي . در اين بخش كار اصلي مقاله را توضيح خواهيم داد 

اينكه هر بار يك برگ انتخاب كنيم هر بار يك راس با درجه يك انتخاب مي 

اين راهبرد انتخاب باعث مي شود كه هر بار به جاي درخت يك جنگل . كنيم 

در اين جا يك سري جنگل چون كه  ..مي ناميم  Fن جنگل را ما اي. ايجاد شود 

 MINIMUM BOUNDED-DEGREEايجاد مي شود مسئله ما به مسئله 

CONNECTING TREE تبديل مي شود  .  

براي هر  Bvبا محدوديت حداكثر درجه  G=(V,E)در اين مسئله براي گراف 

 Hيم يك يك جنگل ، مي خواه Fو با توجه به جنگل   cراس و يك تابع هزينه 

بايد . تشكيل يك درخت پوشاي مي نيمم بدهد  F∪Hپيدا كنيم به طوري كه 

مجموعه يالهايي است كه حتماً بايد در جواب  Fتوجه داشته باشيم در اينجا 

  . درخت پوشا وجود داشته باشند 

شروع كرده و هر بار يال متصل به يك راس با درجه  F=0الگوريتم ما ابتدا با 

انتخاب كرده و به صورت بازگشتي خودش را صدا مي زند تا اينكه يك را  1

  .درخت پوشاي مي نيمم به دست آيد
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كه به صورت نقطه چين مشخص شده اند را   Fيك گراف با مجموعه  aشكل 

و اجتماع  Hخطوط پر رنگ نمايش دهنده جنگل  bنمايش مي دهد و در شكل 

  . دهد  آنها تشكيل يك درخت پوشاي مي نيمم مي

را كه با يك يال به هم متصل شده اند  Fهمه راس هاي براي حل اين مسئله 

رئوسي كه با خط چين به  bرا به صورت يك راس در نظر مي گيريم ، در شكل 

هم متصل شده اند چنين خاصيتي دارند ، اگر درخت پوشا را در اين گراف 

  . را محاسبه كرده ايم  Hجديد به دست آوريم در واقع 

مسئله و نيز روش تكراري آن ابتدا چند تعريف را ارائه مي دهيم  LPبراي ارائه 

 :F(S) از  عبارت است از مجموعه يال هاييF  كه ابتدا و انتهاي آنها در مجموعه

S  قرار دارد .(F)τ  را تعريف مي كنيم مجموعه رئوسي كه باF اشتراك ندارند.  

LP-MBDST(G,B,W,F) 

��
���� ���� =  � �����∈�   
������ �� :            ������ = |�| − |/���| − 1 

           ����#� ≤ |#| − |/�#�| − 1    ∀ # ⊂ τ�F� 
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  :عبارت است از  MBDCTو الگوريتم تكراري براي به دست آوردن 

MBDCT Algorithm(G, B, W, F) 

1. If F is a spanning tree return 0 else let /1 = 0 

2. Find a basic optimal solution x* of LP-

MBDCT(G,B,W,F) and remove every edge e with 

xe* = 0 from G. Let E* be the support of x* 

3. If there exists an edge e = {u, v} such that xe* = 1, 

then set /1 ← {�}, F ← /∪{�}   and G ← G\{e}. 

Also set Bu← Bu – 1 and Bv← Bv – 1 

4. If there exists a vertex w ∈ W such that 

degE*(w) ≤ Bw + 1, then update W← W \{w}. 

5. Return /1 ∪ MBDCT Algorithm(G, B,W, F). 

به  :را بر مي گرداند  ثابت مي كنيم كه الگوريتم جواب درستيابتدا 

بر مي گرداند كه شرايط  Hعبارت رياضي تر الگوريتم تكراري فوق يك درخت 

را براي همه رئوس برآورده مي كند و هزينه آن  dH(v)≤Bv+1محدوديت درجه 

  : است OPTنيز حداكثر برابر با 

باشد جواب  H=0اگر . براي اثبات از روش استقرايي استفاده مي كنيم :اثبات 

فرض كنيم . حتماً يك درخت پوشاي مي نيمم بوده است  Fدرست است ، زيرا 

ما يك يال  3در دور اول باشد ، در مرحله  LPجواب بهينه الگوريتم  *xكه 

e=(u,v)  پيدا مي كنيم كهXe* = 1  فرض كنيم كه . داردF’= F∪{e}  وG’= 

G\{e}  وB’  بر اساس . الگوريتم باشد  3محدوديت هاي ويرايش شده در مرحله

 LP-MBDCT(G’,B’,W,F’)در حل  ’Gجواب  ’Hاستقرا فرض مي كنيم كه 

، ثابت مي كنيم  dH’(v)≤B’v+1داشته باشيم  Wعضو  باشد ، و براي هر راس

  :ريتم جواب درستي را بر مي گرداندهمچنان الگو eكه با افزودن 

اي كه به وسيله  *xو در نهايت مي دانيم كه  H=H’∪{e}در نظر بگيريد كه 

xresبه دست مي آيد را  ’Gحل 
 :داريم . بناميم  *

+ ce xres
* 

c(H) = c(H’) + ce ≤ c. 

  . خواهد بود  OPTحداكثر به اندازه  Hاست هزينه  xe* = 1و چون كه 

مي به اندازه يك  vو  uدرجه دو راس به جواب باعث افزايش  eافزودن يال 

 ≥ dH(u) = dH’(u) + 1: داريم .  Bv = B’v +1و  Bu = B’u + 1ي يعن. شود 

B’u +1 + 1 = Bu +1  كه رابطهdH’(u) ≤ B’u +1  همچنين داريمdH(v) ≤ 

Bv +1 .  

  .وس هم شرط محدوديت رئوس برقرار استبراي بقيه رئ

ما به جاي حذف يال يك محدوديت را از  4حال در نظر بگيريد كه در مرحله 

است كه  ايي LPجواب  ’xفرض كنيد كه . شته ايم بردا w∈Wبرخي راس هاي 

تعريف مي   .به وجود آمده است wبراي برخي رئوس از برداشتن محدوديت 

برمي گرداند كه هزينه  Hجنگل با استقرا الگوريتم يك .  W’ = W\w :كنيم 

 ’Wبراي همه رئوس عضو  dH(v)≤ Bv+1 و شرط ’c.xآن حداكثر برابر با 

است  OPTو هزينه آن هنوز كمتر از  *c.x’ ≤ c.xواضح است كه  .برقرار است 

ه درجه آن براي برداشتن محدوديت انتخاب مي شود كچون كه هر بار راسي .

 dH(w)≤ Bw+1باشد پس براي همه رئوس شرط  Bvحداكثر يكي بزرگتر از 

   .برقرار است 

به عبارت بهتر در هر  كه الگوريتم خاتمه مي يابداثبات مي كنيم حال 

  . وجود دارد  Bv+1و يا يك راس با درجه كمتر از  xe* =1مرحله يا يك راس با 

مجموعه باشد ،  LPجواب اوليه براي مسئله  *xفرض كنيم كه :  4.1لم 

كه زير  Tدر اين صورت وجود دارد يك مجموعه . مي ناميم  *Eجواب را 

كه زير مجموعه  Lبه نام  laminarاست و همچنين يك مجموعه  Wمجموعه 

τ�F� اريم است و دx*  جواب يكه مسئله خطي سازي زير است:  

*��&��� =  ��                            ∀ � ∈ -����#� = |#| − |/�#�| − 1    ∀ # ∈ L. 
  . |E*| = |L|+|T|و داريم 

مستقل تا شرط مساوي  mجواب بهينه اوليه خطي سازي جواب يكه : اثبات 

 فرض كنيم كه. است از هم 

 U= {v ∈ W : x*(δ(v)) = Bv}  

= |S|-|F(S)| -1 } M = {S⊆V : ∑ �� ∗�∈��6� 

هستند و اشتراك آنها تهي نيست  Mاي داريم كه عضو  R,Sو فرض كنيم كه 

  : داريم . 
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  .باشند  Mبايد در  R∪Sو  R∩Sهر دو مجموعه وجه به اين استدلال با ت

 laminarاثبات مي شود كه يك  uncrossingاكنون با توجه به تكنيك 

.  span(L) = span(M)وجود دارد كه  Mدر داخل  Lماكزيمال مانند 

 = span(T)د كه وجود دار Uزير مجموعه  Tيك خانواده ماكزيمال همچنين 

span(U)   

يك جواب  Lو همچنين نامساوي هاي مربوط به  Tنامساوي هاي مربوط به 

  .  |E*| = |L|+|T|به دست مي دهند بنابراين  feasibleاوليه 

حتماً يكي  LP-MBDCT(G,B,W,F)در هر مرحله از روش حل :  4.2قضيه 

  :از شرايط زير برقرار است

 وجود دارد  xe* =1يك راس با  •

 وجود دارد Bw+1يك راس با درجه كمتر از  •

 با توجه به اين قضيه الگوريتم حتماً خاتمه مي يابد و درستي آن ثابت مي

  .شود

فرض كنيم كه شروط اول و دوم قضيه برقرار نباشد  ، در نتيجه هر : اثبات 

قضاياي  مانند Tو  Lحال فرض كنيم كه است ،  3اس حداقل داراي درجه ر

 + |E*| > |T|نشان مي دهيم كه در اين صورت گذشته تعريف شده باشند ، 

|L|.  

ده با استفا يك راس را فعال مي ناميم اگر حداقل يك يال به آن متصل باشد 

به راس فعال مي  مهرهيال متصل به هر راس يك براي هر  1شمارش  از استدلال

 مهرهمي توانيم اين . است  |*E|2ها برابر با  مهرهدر نتيجه تعداد كل . دهيم 

داراي  L مجموعهراس از هر و  Tها را طوري توزيع مجدد كنيم كه هر راس در 

كه اين نشان مي  .تعدادي مهره اضافي وجود داشته باشد  باشند و هنوز مهره 2

و اين  |E*|>|L|+ |T|  و در نتيجه  E*| = 2|L| + 2|T|+2|2دهد كه 

  . پس فرض خلف ما غلط بوده است .است  4.1تناقض با لم 

توزيع مجدد از آوردن آن خودداري مي شود اما به علت طولاني بودن اثبات 

  :ره چگونگي انجام آن ارائه مي شود نكاتي دربا

را  Sمانند  مجموعه راسدر اين توزيع مجدد سعي مي شود كه يك  •

 و بقيه مهره 4داراي ريشه راس طوري توزيع مجدد كنيم كه 

 .باشند مهره 2داراي  رئوس

راس فعال  4يك برگ باشد در اين حالت اگر  ريشهممكن است كه  •

راس باشد چندين  3اگر . است  در كنار آن باشد كه مسئله حل

و . حالت پيش مي آيد كه جزئيات آن در مقاله اصلي موجود است 

                                                                        

1 counting argument 

راس فعال موجود باشد وجود ندارد زيرا در اين صورت  2حالتي كه 

يك راس يكه خواهيم داشت و مي دانيم كه اين راس قبلاً انتخاب 

 .شده است

شد اگر بيشتر يا مساوي فرزند با 1داراي حداقل  Sممكن است كه  •

اگر تنها يك فرزند . فرزند داشته باشد كه مسئله حل است  2

داشته باشد نيز مي توان با روش هايي كه در مقاله اصلي ذكر شده 

 .توزيع مجدد را انجام داد

 A±1الگوريتم تقريبي  5

در اين الگوريتم براي هر راس علاوه . اين الگوريتم الهامي از روش قبلي است 

نشان مي  Avاين محدوده را با . بر محدوده بالايي يك محدود پايين نيز داريم 

  :يك برنامه خطي براي حل اين مسئله ارائه مي دهيم . دهيم 

  

LP-MBDST(G,A,B,U,W,F) 

��
���� ���� =  � �����∈�   
������ �� : ������ = |�| − |/���| − 1 

����#� ≤ |#| − |/�#�| − 1    ∀ # ⊂ τ�F� 

��&��� ≥  7�                             ∀ � ∈ 8 

��&��� ≤  ��                               ∀ � ∈ ) �� ≥ 0                                            ∀ � ∈ � 

  :الگوريتم تكراري كه براي اين منظور تهيه شده به صورت زير است 

MBDCT Algorithm2(G, A, B, U, W, F) 

1. If F is a spanning tree return 0 else let /1 = 0 

2. Find a basic optimal solution x* of LP-MBDCT(G, 

A, B, U, W, F) and remove every edge e with xe* 

= 0 from G 

3. If there exists an edge e = {u, v} such that xe* = 1, 

then set /1 ← {�}, F ← /∪{�}   and G ← G\{e}. 

Also set Bu← Bu – 1 , Bv← Bv – 1 , Au← Au – 1 and 

Av← Av – 1 

4. If there exists a vertex w ∈ U∪W such that 

degE*(w) ≤ Bw + 1, then update W← W \{w} and 

U← U \{w} 

5. Return /1 ∪ MBDCT Algorithm2(G, A, B, U, W, F) 

قبل است ، با استفاده از استقرا مانند حالت الگوريتم اين جواب اثبات درستي 

  .توليد مي كند يك درخت پوشاي مي نيمم مي توان ثابت كرد كه الگوريتم 
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  :حالت قبل ابتدا ثابت مي كنيم كهاثبات خاتمه الگوريتم مانند براي 

و يك مجموعه  Wو  Uزير مجموعه   TWو  TUوجود دارد مجموعه  ، 5.1لم 

laminar  به نامL  كه زير مجموعهτ�F�   است كهx*  جواب يكه تساوي هاي

  :زير است 

9��&��� =  7�                            ∀ � ∈ -:��&��� =  ��                            ∀ � ∈ -;����#� = |#| − |/�#�| − 1    ∀ # ∈ L . 
 |E*| = |L|+|TU|+|TW|و همچنين داريم 

  ) A+1الگوريتم ( اثبات همانند حالت قبلي است 

هميشه يكي  MBDCT Algorithm2، در هر مرحله از الگوريتم   5.2قضيه 

  :قرار است از شرايط زير بر

 xe* = 1يك يال وجود دارد كه  •

 است 2دارد كه درجه آن برابر با  وجود Wيا  Uك راس متعلق به ي •

براي اثبات فرض مي كنيم كه هيچ كدام از شرط هاي بالا برقرار :  اثبات

 .برقرار نخواهد بود  5.1در اين حالت نامساوي لم نباشد ، نشان مي دهيم كه 

م ، به هر راس براي اثبات مانند حالت قبلي از استدلال شمارشي استفاده مي كني

ها را  مهرهاين . مي دهيم  مهرهيك ) راسي كه يالي به آن متصل است( فعال 

. برسد  مهره 2و به بقيه  مهره 3طوري توزيع مجدد مي كنيم كه به راس ريشه 

 |*E|و در نتيجه  E*| = 2|L|+2|TU|+2|TW|+1|2: در اين حالت داريم 

> |L| + |TU|+|TW|  است  5.1و اين تناقض با نتيجه لم .  

  : چند ادعا و تعريف داريم براي اثبات

داراي يك راس فعال است و درجه اين راس  supernodeهر :  5.3ادعاي 

با توجه به تعريف آن داراي يك راس   supernodeهر : اثبات .است  3برابر با 

، زيرا اين راس  است 3درجه راس برابر با  ه فرض خلفبا توجه بفعال است و 

  .است Tعضو 

  :ويژه محسوب مي شود اگر  S⊆Vهر مجموعه :  5.4تعريف 

• |δ(S)| = 3 

• x*(δ(S)) = 1 or x*(δ(S)) = 2 

• χδ(S) is a linear combination of the characteristic 

vectors of its descendants (including possibly 

χE(S)) and the characteristic vectors χδ(v)  of v ∈ S 

∩ T 

تعريف و ادعا مي توان اثبات كرد كه براي هر  2با استفاده از اين :  5.5لم 

ها را طوري توزيع كرد كه هر راس در داخل اين  مهرهمي توان  Sمجموعه 

در حالتي . باشد  مهره 3 حداقل داراي Sريشه و  مهره 2داراي  T∩Sيردرخت ز

  .خواهد بود  مهره 3باشد ريشه داراي دقيقاً  Vبرابر  Sكه 

بايد بتوانيم براي همه حالات يك توزيع مجدد پيدا كنيم ، براي اثبات : اثبات 

را يك عضو مي ناميم اگر زير  Sنياز به تعريف عضويت داريم ، هر زير مجموعه 

 :يعني نباشد  Sمجموعه ديگر اعضاي 

C⊆S but C⊄ R for any R child of S 

و  Sعضو متفاوت  2برابر است با تعداد يالهاي بين  D(S)تعريف مي كنيم كه 

 laminarخاصيت  L( باشد  Lزير مجموعه  Sادعا مي كنيم كه اگر مجموعه 

در مقاله با جزئيات اثبات  x*(D(S)) = r-1عضو باشد آنگاه  rو داراي ) دارد

  .موجود استاصلي 

عضوي كه ( عضو ويژه باشد  3دقيقاً  داراي Sادعا مي كنيم كه اگر مجموعه 

اثبات . نيز يك مجموعه ويژه خواهد بود  Sآنگاه ) داراي يك راس فعال هستند

. اين مورد نيز از حوصله گزارش خارج است و در داخل مقاله اصلي وجود دارد 

است  Sبراي مجموعه  5.4شرط تعريف  3اثبات وجود : نكات كليدي براي اثبات 

 . 

است ، به دليل طولاني بودن خلاصه اي از اثبات آورده  5.5ر اثبات لم و در آخ

اضافي است و اگر  مهرهيك حداقل داراي  Sمي شود ، در حالت اوليه هر عضو 

اضافي خواهد بود شرايط زير ممكن  مهرهويژه باشد داراي دقيقاً يك  اين عضو

  :است وجود داشته باشد 

• S  مهرهتواند از هر كدام يك  عضو است ، پس مي 4داراي حداقل 

 .مهره خواهد شد  4داراي حداقل  Sبگيرد و در نتيجه 

• S  ًمهره  2عضو است ، اگر هر مهره داراي حداقل  3داراي دقيقا

مهره  آنها را جمع مي كند در غير اين صورت هر Sاضافي باشد كه 

يك  S) با توجه به تعريف(داراي تنها يك مهره است و در نتيجه 

مهره نياز دارد در غير اين حالت  3و تنها به . مجموعه ويژه است 

 .مجموعه ويژه است Sنيز ثابت مي شود كه  x*(D(S)) = 2يعني 

• S  ًعضو است ، اگر  2داراي دقيقاR1  وR2  داراي حداقل هر كدام

در غير اين صورت يكي مهره اضافي باشند كه مسئله حل است ،  2

داراي دقيقاً يك مهره است و در نتيجه مجموعه  R1از آنها مانند 

مهره از داخل  3مي تواند  Sكه  ويژه است ، و مي توان ثابت كرد

 )جزئيات اثبات ذكر نشده است. (اين مجموعه كسب كند 
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